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(Les  initiales  S.  P.  désignent  les  sociétaires  perpétuels.} 

ACilAltD  (Marc),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

ALLEGRËT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  h  Clerniont. 

AMIRE  (Désiré),  agréfjé  de  l'Université,  h  Paris. 

A\TOI.\E  (Ch.),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

AOLST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

AltO.\  (Henri),  banquier,  à  Paris. 

KACH.  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

ItAILLOlD,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées  en  retraite,  à  Paris. 

lîE.VOIST,  docteur  en  droit,  à  Chalon-sur-Saône. 

I!£ltUELLE,  ancien  garde- général  des  forêts,  à  Riez  (Haute-Saône). 

l!EltTltA\D  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Paris. 

1!EY.\AC,  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

'ÎIE\AY.11É  (Alexis),  capitaine  du  Génie,  à  Versailles. 

ltlE\AYMÉ  (Arthurj,  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

lilEVAYMÉ  (J.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris.  S.  P. 

BISCIIOFFSHEIM,  banquier,  à  Paris.  S.  P. 

I!I,EYME(  Martial),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

îlOWET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

ISOIT.HE    (A.),  ancien  élève    de   l'École    Normale,    directeur    de   l'École   préparatoire 

d'Angers. 
r.OllFFET  (M.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  C.ircassonne. 
lîOIRfiET,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 
lîRËMARD,  architecte,  à  Paris. 

IlItlOSCIIi,  professeur  à  l'Université  de  Pavie  (Italie). 
lililSSK  (A.),  ingénieur  en  chef  du  dessèchement  du  lac  Fucino  (  Italie). 
lIRiSSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
lUtOtiARD,  capitaine  du  Génie,  à  Alger.  S.  P. 
RRl.VET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 
CARART  (Maurice),  à  Paris. 
4iAilE\,  lieutenant  du  Génie,  à  Versailles. 
r.ATALAX,  professeur  à  l'Université  de  Liège  (Belgique). 
(IIIARLOIV,  directeur  de  la  Confiance,  à  Paris. 
r.UASLES,  membre  de  l'Institut,  à  Paris,  S.  P. 
dIEVALLIER,  aide-astionome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
(lYlALE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 


—  (•)  — 

r.LAYElX,  soiis-iiilciulant  de  i''^  classe,  à  Versailles. 

COCOI.\  (Denys),  à  Paris. 

COLLET,  proiesseur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Troycs. 

COLLIGNOÂI  (Éd.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

COMBEUOISSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  à  Paris. 

CO.MBETTE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 

CORMI  (A.),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

COLRCELLES  (C),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  ;i  Paris 

CROULLEBOIS  (Marcel),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Marseille. 

CIVI^OT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Mantes. 

DAR1!01J\,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  ;i  Paris. 

DESCBA.)1PS,  bibliothécaire  du  Dépôt  central  de  l'Artillerie,  à  Paris. 

DESQ  (L.),  capitaine  d'Artillerie,  à  Bourges. 

DEWULF  (Ed.),  commandant  du  Génie,  à  Toulon. 

DOSTOR  (G.),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 

DU  BUIT  (Paul),  ingénieur  du  Génie  maritime,  au  Havre. 

Dl'GIIEiV,  ingénieur  civil,  à  Roye  (Somme). 

Dl'RRA\DE  (H.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Rennes. 

FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Nimes. 

FLOREi\Tl\,  capitaine  d'Artillerie,  à  Paris. 

FLYE  SAINTE-MARIE  (C),  capitaine  d'Artillerie,  à  Paris. 

FORTES  (J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Condom  (Gers). 

FOl'RET  (G.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

GARIEL  (I\I.-C.),  professeur  ii  l'École  de  Médecine,  à  Paris. 

GAITIIIER-VILLARS,  imprimeur-libraire,  à  Paris,  S.  P. 

GEiVTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

GEKOXO,  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

GIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  la  Havane  (Cuba). 

GOFFART  (M.),  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

GO\'ZALES  (José),  directeur  de  l'Observatoire  de  Bogota  (Colombie). 

GOIIR^ERIE  (do  la),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

GRAliVDORGE  (J.),  docteur  es  sciences,  à  Liège  (Belgique). 

UAAG,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

HALPHE.X  (G.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris,  S.  P. 

nATO\  DE  LA  GODPILLIÈRE,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris,  S.  P. 

nATT(Pli.),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

IIEXRY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Orléans. 

HERALD  (G.),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

IIER.MARY,  capitaine  au  aj"^  régiment  d'Artillerie,  à  Vincenncs. 

IIERMITE,  membre  de  l'InStilut.  à  Paris,  S.  P. 

IIILAIRE,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

IIIRST,  directeur  des  études  à  l'École  Navale  de  Greenwich. 

II01IBIGA.\T  (J.),  commandant  du  Génie  en  retraite,  à  Paris. 

HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  iniblics,  ii  Paris. 

IILYOT  (E.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paiis. 

JACQLIER  (J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  liordeaux. 

.IAM\,  capitaine  au  i3'"  régiment  d'Artillerie,  ii  Vincenncs. 

JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  ii  l'Ecole  Polylechnii|ue,  à  Paris. 

JOKDA\  (C),  ingénieur  des  Mines,  ii  Paris,  S.  P.    ' 

JOLFFRET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  ii   l'Écohî  d'apidication  de  I"onlainebIe:ni 

JlILLY,  clief  d'institution,  à  Paris. 

JL,\(i,  professeur,  à  Milan. 

kŒIILER,  répétiteur  à  l'École  Polyteclini(|ue,  ;i  l'aris. 

LAFONTAIINE,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechni(iue,  à  Paris 

LAGLERRE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LAISAM,  capitaine  du  Génie,  il  Sidi-Bel-Abbès. 

LAQllÉRE,  capitaine  d'Artillerie,  a  Biidali  (Algérie). 


I.Airil,  maniil'acturior,  à  Tliaiin  (Alsace). 

LAX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme. 

LKFKllIKE  WE  FOLIICY  (K.),  à  l'aiis. 

LKFFLKK  (D^  Mitlag),  prolcsseur  à  l'Université  d'Upsal  (Suède). 

liEllll,  prol'esseur  au  lycée  de  Marseille. 

LKMOIIVE  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LËillOiVMEIt,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 

LESIMAULT,  prol'esseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  IJordeaux. 

LÉVY  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  rcpéliteur  à  l'École  Polytechniijue,  à  Paris. 

liEZ  (H.),  à  Lorrcz-le-liocajje  (Seine-et-Marne). 

LIGlIiVE,  prolésseur  à  l'Université  d'Odessa  (Russie). 

LUCAS  (E.),  prol'esseur  au  lycée  de  Moulins, 

MALEYX  (L.),  professeur  au  collège  Stanislas,  à  Paris. 

AIALLOIZEL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MANiVIIElM  (A.),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  S.  P. 

AIAItEL,  colonel  d'État-major  en  retraite,  à  Hussein-Dey,  près  d'Alger. 

MAKGEItlE,  sous-directeur  de  l'École  Monge,  à  Paris. 

MARIE  (Maximilien),  répétiteur  à  l'École  Polyteclinique,  à  Paris. 

MARSILLY  (général  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Auxerrc. 

ItlATIIIEU,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

AIICUELET,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

iMlGiVO\  (A.),  capitaine  au  G*'  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

M0:VT1G\Y  (G.  de),  lieutenant  du  Génie,  à  Paris. 

MOREL  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MOUTARD  (Th.),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MCOLAIDES,  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

OVIDIO  (Enrioo  d'),  professeur  à  l'Université  de  Turin  (Italie). 

PARMENTIER  (Th.),  général  de  brigade,  à  Tours. 

PARRA\  (A.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PERCI\  (A.),  capitaine  au  ai*^  régiment  d'Artillerie,  à  la  Rochelle. 

PERRIER,  capitaine  d'État-major,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  à  Paris 

PERRI\,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PHILIPPE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

PniLIPPOlN,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

PICART  (A.),  député  à  l'Assemblée  nationale,  à  Versailles. 

PICQIET  (H.),  capitaine  du  Génie,  à  Paris. 

PISTOYE(L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  à  La  Fèro. 

PLOCQ  (A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Dunkcrque. 

POLIG\AC  (Camille  de),  à  Paris,  S.  P. 

POLILLOT  (J.),  professeur  à  l'École  normale  de  Cluny. 

PUISEUX,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

PUTZ  (H.),  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Vernon  (Eure). 

RADAU  (R.),  à  Paris. 

IIAiVCY  (de),  sous-directeur  de  VAigle,'a.  Paris. 

REINAGII  (baron  de),  banquier,  à  Paris. 

RE\AN,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

RESAL,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

REY,  professeur  à  l'École  du  Génie,  à  Arras. 

RIItAUCOUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Draguignan. 

RODET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'Étal,  à  Paris. 

ROLLAiVD,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

ROUAR'T,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

ROUf.llÉ  (E.),  professeur  à  l'École  Centrale,  à  Paris. 

ItOUSSELIlN  (A.),  professeur  au  lycée  de  Douai. 

ROUX  (Fran(,'ois),  architecte,  à  Paris. 

SAINTE-CLAIRE  DEVILLE  (Charles),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
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SAIXTE-CLAIUE  DËVILLE  (Henri),  niombrc  de  l'institul,  h  P:tris. 

SAI\T-GERMA11S  (A.  de),  prol'osseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  (^aeii. 

SA1\T-L01P,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Besancon. 

SALTEL,  professeur,  ii  Chàtellerault. 

SAMCERV,  professeur,  h  Paris. 

SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

SARTIAL'X,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Senlis. 

SCfi'ONDdRFFER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  h  Paris. 

SCRIVANOFF  (Grégoire),  étudiant  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

SIVERING,   ingénieur  en    chef  des   Travaux    publics,    à   Luxembourg  (grand-duché   d<r 

Luxembourg). 
STEPHVN,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
STl'DMCKA,  professeur  à  l'Université  de  Prague  (Bohème). 
TAXNERY,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 
TAN\ERY,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Bordeaux. 
TARBOIRIECH,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris, 
TEItUIER,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 
TIIÉRY,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

TISSERAND,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
TRESCA  (  É.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme. 
TURPAILT,  à  Paris. 

Tl'RQl'AlV,  docteur  es  sciences,  à  la  Chapelle  Sainl-Mcsmin  (Loiret). 
VAtOSSI\,  capitaine  d'État-major,  à  Paris. 

VACQIA^T,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
VAZEIliLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
VI\TÉJOUX,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
VOLLOT  (Jules),  professeur  au  lycée  d'Alger. 
WELSr.ll,  lieutenant  d'Artillerie,  à  Saint-Omcr. 
WEYR  ( Edouard \  étudiant  à  l'Université  de  Prague  (Bohême). 
WEYR  (I)""  Emile),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague  (Bohème). 
WICKERSHEIM,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 


STATUTS   DE   LA   SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  La  Société  mathématique  de  France  a  [)our  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  pai"  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  mathématiques. 

Art.  3.  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
mm  résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée  ;  ?.°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

I"  Des  membres  du  bureau; 

2"  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  (jualre  membres  non  résidents  désignés  par  réleclion  ;  ils  auronl 
voix  délil)érative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.   Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.   Le  bureau  est  composé  de  : 

I    président  ; 

4  vice-présidents; 

•?.  secrétaires  ; 

:».  vice-secrétaires  ; 

I    trésorier  ; 

I    archiviste. 

Art.  9.   Le  président  est  élu  pour  un  an. 
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Les  vice-présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  |)our  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les  mêmes 
fonctions. 

Art.  11.  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  12.  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  corres|)ondance. 

Art.  13.  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  Ik.  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i"  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  i'''  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  jierpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.   15.  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  cliaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soinuis  à  rapprobati(m  de  la  Société;  ce 
compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


IIÈGLEMENT   ADMINISTRATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 

('.  O  N  D  I  T  I  O  X  s     I>  '  A  »  jM  I  S  S  I  O  N . 

I .   Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  . 

i"  D'être  présenté  |)ar  deux  membres  (jui  auront  adressé  une  demande 
signée  ; 

?."  D'obtenii-,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 
des  membres  ju-éscnts  (art.  4  des  statuts). 
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2.  Le  (Jiplùinc  délivré  est  signé  par  le  présideal,  l'un  des  secrétaires  eL 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission 
montant  à  lo  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE   II. 

T  U  A  V  .V  U  X     ET      1'  U  li  LI  C  A  T  I  G  .\  S     DE     LA     S  G  CI  É  T  K . 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
I  l'ois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

k.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élections 
pour  le  remplacement  des  mcm])res  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  })ar  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  de  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbil  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  heu 
<lans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  communications  des  pei'sonncs  étran- 
gères à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d  urgence 
qui  seront  apjjréciés  |)ar  le  bureau. 
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Los  membres  qui  amont  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remcttn.'  des  notes  au  secrétaire  ])our  la  rt'dactif)n 
du  procès-verbal. 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées 
par  écrit  au  |)rési(ient,  (pii  en  rélère  au  conseil,  à  sa  ])lus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  odVir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, qui  rend  comj)te  des  mémoires  |)résentés  à  la  Société,  sera  distribué 
gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14-.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 
originau.r, 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  [)ublier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  des  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
('tendus  pour  jiaraître  dans  le  Bulletin. 

IG.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
d('"livrées  à  j)rix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE   IIL 

A1>MINISTR  ATION      DE     LA     SOCIT.TK. 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballotUige. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  pn'sidcnt  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  n'-sidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
électorale  est  iiivil('  à  envoy<'r  au  sccn-laire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  sulirage  individuel  dans  un  bulletin  raeliele  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 
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(if  l)iill('liii  ne  peut  rtic  ouvert  qu'au  momont  du  (li-pnuillcment  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  los  vice-socrctahcs  irdif^ont  les 
profès-verbaux  des  sc'ances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  (juatri- 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  d<;  la 
correspondance  j)our  ce;  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société, 
le  conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  oj-dres 
(lu  jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothè((ue;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 

Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  charg('  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de 
la  Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  (pi'une  cf)nvocation  du  conseil  soit  obli- 
gatoire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

31.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  j)eut  avoir  lieu  au 
scrutin  secret. 

32.  Sur  la  demande  d(;  cinc|  membres,  il  peut  être  fait  ap|)el  à  la  Société- 
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des  décisions  (jui  n'auraient  pas  été  prises  aux  doux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits 
sur  un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire  ;  ils  doivent  être  signés  par  le 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  df)ivcnt  être 
parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

34.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de 
comj)tabilité  chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission 
des  archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres  ;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s  introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science. 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  p(mr 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS,      REVENUS      ET     DEPENSES     DE      LA      SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  membres  ré.sidents  et  non  résidents  se  roni- 
|)(»sent  : 

i"  Du  droit  d'admission,  montant  à  lo  francs; 
7:'  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents, 
à  1 5  francs,  également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme;  n'sidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  oc- 
cuj)ations  habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation, 
(|ucllc  que  .soit  l'épotiuc  de  leur  admission. 

41.  Les  publicatitms  ne  seront  adressées  ([u'après  le  versement  de  la 
cotisation  annuelle. 

42.  Tout    membre   cpii    n'aura   pas   aeepiitte   la   coti.saliou  d'une    année 
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sera,  apr^-s  avertissement  pri'alablo  du  tn'soricr,  ronsidr'ré  rommo  <l('mis- 
sionnairc. 

43.  La  cotisation  .innwollc  peut,  au  choix  tic  chaque  membre,  être 
remphicée  par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  j)ayée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

hk.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'im- 
primés, ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements 
des  employés  et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  d('penses 
ordinah-es  ne  peut  excéder  les  -^  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE   V. 

RÉVISIOX     DES     STATUTS     CONSTITUTIFS     OU     DU     RÈGLEMKNT 
ADM  INISTR  ATIF. 

47.  Toute  proposition  de  révision  dos  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procédera  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  révision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqu('s  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MEMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


De  la  répartition  des  nombres  entre  les  di^^iseurs  rf<?  cp  (M),  lorsque 
M  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  ou  le  double 
d'une  telle  puissance;  par  M.  L,  Sancery. 

(Séance  du  21  juillet  1875.) 

Il  n'y  a,  ce  int;  semble,  aucun  auteur  qui,  traitant  des  racines 
primitives,  expose  la  théorie  delà  répartition  des  nombres  entre  les 
divers  diviseurs  de  ^(M),  lorsque  M  est  un  nombre  de  la  forme  p^ 
ou  Q.p',  p  étant  un  nombre  premier  impair.  Pourtant  cette  théorie 
ne  relève  que  d'un  théorème  unique,  théorème  simple  et  fort  géné- 
ral, qui  comprend,  comme  cas  particulier,  tout  ce  que  l'on  ren- 
contre dans  les  ouvrages  relativement  aux  racines  primitives  selon 
les  modules  p'  ou  2//,  et  même  ce  théorème-ci,  dû  à  M.  Arndt,  et 
inséré  an  Journal  de  Crelle,  t.  31,  p.  260,  année  1846  :  «  Quando 
g  ad  exponentem  p —  1  pertinet  sec.  ?nod.  p  (quo  facto  g  radix 
primiliua  est)^  ad  unum  liorum  pertinere  débet  p  —  i,  (yy  —  i)y^, 
{p  —  Of^'  ••••)  [p  —  '')/^'~'i  •'^^^-  '"^'^-  p' '  »  Orcette  répartition  des 
nombres  entre  les  divers  diviseurs  de  o(iM)  n'est  pas  sans  jeter 
quelque  clarté  sur  la  théorie  de  l'équation  binôme  x'"  =  «  +•  OÎL  (M), 
M  ayant  l'une  des  trois  formes/^,/;',  2/^'.  C'est  ainsi  que,  entre 
autres  choses,  elle  permet  d'arriver  aux  deux  théorèmes  suivants, 
dans  les  énoncés  desquels  //  représente  l'exposant  auquel  appar- 

IV.  > 
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tient  n  suivant  le  module  INI;   A  le  plus  grand  commun  diviseur 

entre  m  et  -^- :   Aj   le  produit  des  puissances  qui  se  trouvent 

dans  A  des  facteurs  premiers  communs  à  A  et  /z,  en  sorte  que 
A  =  Aj  Aj  •,  1 ,  1^25  1^2  5  o'ji  •  •  •  5  ^2  l<^s  diviseurs  de  Aj  et  A"  un  quel- 
conque d'entre  eux. 

Théorème  I.  —  L' équation  a:'"  =  a-+-  OU  (INI)  possède 

9(nA,)       o(nAiâ,)       o[nA,ô\)  ©(wA.Aj) 

(p(/i)  ?(")  ?('*)  9('^) 

solutions  jvises  respectivement  parmi  les  nombres  qui,  suivant  le 
module  M,  appartiennent  aux  exposants 

nA,,     71  A,  02,     /zAïô'j,     ...,     /lAïAj. 

Ces  différents  groupes  de  racines  fournissent  le  résidu  a  par  des 
puissances  de  degrés  inférieurs  à  m  et  égaux  respectivement  à 

aAi,     «Aiôj,     aAirj'j,      .,.,     aAïAj, 

a  ayant  dans  chaque  cas  une  valeur  particulière  IfiLon  peut  obte- 
nir directement  par  la  résolution  d'une  congruence  du  premier 
degré. 

Théorème  II.  —  Quand  on  connaît  un  nombre  appartenant  à 
l'exposant  nAjA",  on  peut  déternujier  ^^^'  solutions  de  l'équa- 
tion proposée. 

Abordant  la  théorie  en  question,  je  commencerai  par  énoncer  et 
démontrer  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Dans  la  suite  des  nombres  entiers  donnés  par  la 
formule  a-\-px.,  où  a  est  un  entier  inférieur  au  nombre  pre- 
mier p,  appartenant  suivant  le  module  p  à  V exposant  0,  on  trouve 
autant  de  nombres  A  que  l'on  veut,  tels  que  A" —  i  soit  divisible 
par  une  puissance  donnée  de  p.,  /^'^S  ^^  '^^  l^  -^oit  pas  par  la  puis- 
sance immédiatement  supérieure;  ces  nombres  ont  pour  expres- 
sion générale 

n-h  pz,  +  p-z,-\-p'z,-h.  .  .  +  p' z,-h  p'-^'  'Ç,+,  -h  p'-^'Z, 
r:,,  r,,  .  .  .,  .T,,  z,^^  étant  des  nombres  fi.rcs  nioind/rs  que  />.  qui. 
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lorsqu'ils  ne  sont  pas  nuls,  peuvent  toujours  être  déterminés  suc- 
cessii^ement  par  la  résolution  de  congruences  du  premier  degré, 
^t+i  ayant  les  p  —  i  valeurs  différentes  de  -sr^^.,  prises  dans  la. 
suite  o,  1,2,  .  '  .  1  p  —  \^  et  7j  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
Soit  p^^'''^  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  a" —  i .  Considé- 
rons le  nombre  a  -\-  p^'^''z^  z  étant  un  nombre  entier  non  divisible 
par  />,  on  aura 

(  a  +  //+"'■  2  )«  —  I  =  rt'  —  H-  (5  <<"-'  //  -^"''  z  -)-     -    ~'^  a"-  ■^y/--^"  s-  4- ... , 

ou,  en  posant  «" —  i  ::=  /-''"^''^Q, 

(i)  [a  -4-  //+"''s)»—  I  =:/?'+HJ  +  Oa"''p'-^''-z  +  OrLji>-'+-^'-. 

Si  X  est  moindre  que  p.,  tous  les  termes  du  second  membre  étant 
divisibles  par  />'^',  et  le  deuxième  terme  n'admettant  pas  pour 
diviseur  une  puissance  de  p  supérieure  à  Z'^"^*,  l'expression 
[a  -h p^'*'''zy — I  est  exactement  divisible  par  p^~^''  et  non  par  une 
puissance  plus  élevée.  Il  résulte  de  là  que  les  nombres  compris 
dans  les  formules 

a-{-pz,     a-hp^z,     a-hp^z,      ...,     a-\-p'''-z 

rendent  la  fonction  X' —  i  divisible  respectivement  par 

P,     p-,    p\     ...,    p\ 

et  non  par  une  puissance  plus  élevée.  Comme  z  est  un  nombre 
premier  avec  p^  on  peut  le  représenter  par  ^  +  /?Z,  i^  étant  Van 
des  nombres  i,  2,  3,  ...,/?  —  i,  et  Z  un  entier  quelconque.  Les 
formules  ci-dessus  deviennent  alors 

a-T-p'Ç  +  p'-'A,    n-hp-'Ç,-{-p''Z,    a-\- p^'Ç-h  p'^Z,    ...,   n+p'^'Ç -\-  p^-^'^-Z. 

Si  A  est  égal  à  fji,  tous  les  termes  du  second  membre  de  l'identité  (i) 
sont  divisibles  par  z''^'",  et  l'on  a 

[a-hp'+'-'zY—  i=r />'+!' (O  4-  Oa'^^'z-\-S\Liy-^''). 

Si  le  nombre  Q  -{-  0  (â~^  z  n'est  pas  divisible  par  p^  p^'^^  est  la  plus 
haute  puissance  de  p  qui  divise  (rt  +  z^'^'")" — M  mais,  si  ce 
nombre  est  divisil)lc  par  />,  il  n'en  est  plus  ainsi.  Soit  donc  r:,  la 
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valeur  de  z  moindre  que/j  qui  satisfait  à  la  congruencc 

(2)  Q  4-  Ga'>-'z  =  D]Lp, 

et  ^i  un  quelconque  des  nombres  o,  i ,  2,  ...,/>  —  1 ,  diilerent  de  :::i, 
les  nombres  compris  dans  la  formule 

rendront  X^ —  i  divisible  par  p^'^'^  et  non  par  une  puissance  plus 
élevée.  Au  contraire,  la  formule 

donnera  des  nombres  rendant  X' —  i  divisible  par  une  puissance  de 
p  supérieure  à  p'^^^. 

Si  A  est  supérieur  à  ^,  on  pourra  écrire  l'identité  (1) 

(rt +  />'+"'•  s/^—i  =  /3'+:^(0  +  od'-'p'-^z  +  onp'+N. 

On  voit  alors  que  le  premier  membre  n'admettra  pas  pour  divi- 
seur une  puissance  de  p  supérieure  àp'"^^^  d'ailleurs  les  nombres 
a -'r  p^"^^  ^  sont  actuellement  compris  parmi  ceux  qui  ont  pour 
expression  a  -{-p^'^'^t,i  -+-  p'^'^T^  et  correspondent  au  cas  où  ^j  =  0. 
L'hypothèse  ^  ^  fx  ne  donne  donc  rien  de  particulier. 

Considérons  actuellement  les  nombres  compris  dans  la  formule 

::,  étant  la  valeur  fournie  par  la  congruencc  (2).  On  aura,  en  posant 

[a  -h  p'^'^z,  )'—  1  =  />'-^^+'^'Q', 

(  (n  ^  p'+'^z,  -\-  p'-^'^+'z'.'^  —  I 
(3)     ' 
^   ^     i      =  i,'^:^+yQ'  -hOUi-\-  p'-^-'z,)'>-'p'-^''^''z-\-  D\lp'+  i^+-^\ 

Tant  que  1  sera  inférieur  à  fx',  la  plus  haute  puissance  de />  qui 
divise  le  premier  membre  de  celte  identité  sera  égale  à  p-'^'"^''^  et 
par  conséquent  les  nombres  compris  dans  les  formules 

rt-^p^^^z,^\-  p-^^'^z,  n+p"-'z,-[-  p'^-'^z,   ...,  a-\-p'-^-'-z,+p'^-^^-^'  z, 
on  bien  d.'ms  (■cllcs-ci.  obtenues  en  reinplaeant,  eoinnie  plus  hant. 
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zpar^H-/.;Z, 


a  -4-  /V ^:' 2 ,  +  p^-^'' 'Q  -f-  p^^'Z, 


rendront  la  fonction  X^ —  i  respectivement  divisible  par 

Si  A  est  égal  à  ;ui',  l'identité  (3)  peut  s'écrire 

(/?+//+:' 3,  -f-  //^+;^+;^'  s  /'  —  1 

Alors  on  voit  que  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  le  pre- 
mier membre  est  égaie  à  p^"^'^'-^'^'  lorsque  Q' H- G  («  +  />''*"•■' :^i)^~':î 
n'est  pas  divisible  par  yy,  mais  que,  quand  p  divise  cette  quantité, 
le  premier  membre  admet  pour  diviseur  une  puissance  de^  supé- 
rieure à  p^+i^+i'-'.  Soit  donc  ^Tj  la  valeur  de  z  moindre  que  p  qui  satis- 
fait à  la  congruence 

(4)  Q'  +  (5(a  +  p'+;'z,/-'s=zOrt/;, 

et  ^2  tm  quelconque  des  nombres  0,1,2,  ...,/>  —  i  différent  de  2,, 
les  nombres  compris  dans  la  formule 

rendront  X" —  i  divisible  par  p--^'-'--^'-^'  et  non  par  une  puissance  plus 
élevée.  Au  contraire,  la  formule 

a  +  p'-^i'Z;  +  p-+~'+y  z,  +  y>3+;^+^'Z 

donnera  des  nombres  rendant  X'  —  i  divisible  par  une  puissance 
àe  p  supérieure  à  p^'^^'^^' . 

Si  A  est  supérieur  à  p',  l'identité  (3)  dt;vient 

[a  +  p'^-'z,  -t-  p-^^^+'^z]"  —  I 

la  plus  haute  puissance  de  j}  qui  divise  le  premier  membre  est 
donc  égale  h  p'^'*'^'^'-'' -^  d'ailleurs  les  nombres  a -\r- p^'*"'^Zi-\^  jr^^'*'''z 
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sont  aclucllcuicut  compris  parmi  ceux  qui  oui  pour  cxprcssiou 
a -\- j>'^'-'-Zi -h  jr'^'-'-'^^'^.i-i- /)^'^''^'^^'''Z  et  correspondent  au  cas  où 
(^2  =  05  riiypotlièse  ?.  ^  t/  n'apprend  donc  rien  de  nouveau. 

On  pourrait  considérer  de  même  les  nombres  compris  dans  la 
formule 

a  4-  /;'+;^  -,  4-  p-+^+.'-' z,  -f-  jf-^~'+:^'+'-z, 

et  refaire  les  raisonnements  précédents.  Ces  raisonnements  peu- 
vent donc  être  reproduits  indéfiniment;  par  conséquent  on  peut 
trouver  parmi  les  valeurs  àe  a-'r  px  autant  de  nombres  que  l'on 
voudra,  rendant  la  fonction  X" — i  divisible  par  une  puissance 
quelconque  de  /;,  7^'"^^,  et  non  par  la  suivante,  et  obtenir  l'expres- 
sion générale  de  ces  nombres  par  la  résolution  de  congruences  du 
premier  degré. 

Si  l'on  suppose  f/  =  a'  =  ...=  o,  on  trouve  que  les  nombres 
rendant  la  fonction  X'' —  i  uniquement  divisible  par  p  sont  donnés 
par  la  formule 

a-^  p'Ç,  -^p'I, 

que  ceux  qui  rendent  X'' — i  divisible  par /^"  et  non  par/;'  sont 
compris  dans  la  formule 

a  -hpz,  -h  p''Ç,-h  p'Z, 

et  qu'en  général  les  nombres  rendant  X" — i  divisible  par /;'"^'  et 
non  par  /r"*"'  ont  pour  expression 

a-hpz,  -h  p-z.-h  p'z,  +  .  .  .  +  //2,-f- ;/-*-'?,+,  +  />'"^-Z, 

Cj,  ~2,  C3,  .  .  .,  z^,  c,^.,  étant  des  nombres  fixes  moindres  que  />, 
que  l'on  peut  toujours  déterminer  successivement  par  la  résolution 
de  congruences  du  premier  degré  à  une  inconnue,  ^j^,  ayant  les 
p — I  valeurs  différentes  de  z^^^  prises  dans  la  suite  o,  i,  :>.,  .  •  ., 
/'  —  I ,  et  Z  étant  un  nombre  entier  queIcoiu|uc.  La  formule  de  tous 
les  nombres  rendant  X" —  1  divisible  par//^'  est 

ft  -h-  pz,  -h  p' :,-{-..  .-r-  /;'r:-f-/;'-^'Z. 

Il  est  à  remarquer  que  les  deux  expressions  précédentes  renfer- 
ment comme  cas  particuliers  toutes  celles  que  nous  avons  anlé- 
rieurehieni  établies,  pourvu,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  précédeinmenl. 
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qu'on  admet  le  que  -j,  -j,  ...,  z^^i  puissent  être  des  quanlilés 
nulles. 

y/pplicntiuns  —  I.  Le  nombre  i  appartient  à  l'exposant  i,  et  la 
fonction  X'^ —  i ,  devenant  nulle  pour  X  :=:  i ,  0  =  i ,  est  divisiljle  par 
une  puissance  quelconque  de  /^^  le  nombre  (a  peut  donc  être  regardé 
comme  inllni,  et  par  suite 

i -h  p'C -{- p'Z,      i-hp''Ç-hp'Z,      i -h  p''Ç -\- p'Z,      ..., 

représentent  les  nombres  qui,  appartenant  à  l'exposant  i,  rendent 
X  — I  divisible  respectivement  par />,  />*,  /;>',  .  .  .,  et  non  par  les 
puissances  immédiatement  supérieures. 

II.  Le  nombre  p  —  i  appartient  à  l'exposant  2  suivant  le  mo- 
dule /_>,  car  (/;  —  i)^ —  1  =  p(^p  —  2)  ;  de  plus  il  est  le  seul  nombre 
moindre  que  p  qui  appartienne  à  cet  exposant.  On  peut  donc  obte- 
nir immédiatement  les  formules  des  nombres  qui,  appartenant  à 
l'exposant  2,  rendent  la  fonction  X^  —  i  uniquement  divisible  par 
p^  p^ ,  />^,  ....  Ainsi  les  nombres  —  1  -\-  p^  -\-  p^Z  rendent  X^  —  i 
divisible  par /j)  et  non  par  />^,  et  lea nombres — i +/;^<^  +  /^^Z  ren- 
dent X^  —  1  divisible  par  p^  et  non  par  p^,  .... 

Je  vais  montrer  maintenant  que,  lorsqu'on  prend  pour  module 
une  puissance  //  d'un  nombre  premier  ;7,  la  suite  des  nombres  pre- 
miers avec  le  module  peut  être  distribuée  en  autant  de  classes  qu'il 
y  a  de  diviseurs  pour  tp  (/>'),  les  nombres  d'une  classe  appartenant  à 
un  même  exposant  diviseur  de  9(//). 

Théorème  fondamental.  —  Un  nombre  A  appartenant  à  l'ex- 
posant 9,  suwant  le  module  premier  impair  p^  appartient,  suis^ant 
le  module  p',  à  l' exposant  0,  si  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  A"  —  I  est  égale  ou  supérieure  à  //,  et,  lorsque  cette  plus 
haute  puissance  est  inférieure  à  //,  en  la  désignant  par  /;^,  le  nom- 
bre A  appartient  à  l' exposant  9p'~^. 

I.  Soit  a  un  des  nombres  moindres  que  j)  appartenant  à  l'expo- 
sant 0,  suivant  le  module  /?,  tous  les  nombres  congrus  à  a  donnés 
parla  formule  A  =  a-{-px  appartiennent  au  même  exposant  et 
satisfont  cà  la  relation  A''^  [a-\-  pxy=  i  4-  0]1p.  De  plus,  les  puis- 
sances de  A  ayant  pour  exposant  un  multiple  de  ô  sont  les  seules 
cjui,  divisées  par  />,  donnent  le  résidu  i .  Si  maintenant,  suivant 
le  module  //',  le  nombre  A  appai'tient    à  l'exposant    t,   on   aura 
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A'=i-\-CP[lp\  et,  par  conséquent,  aussi  A^  =  i-+-D]1p:  d'où  il 
suit  que  t  est  égal  à  0  ou  à  un  de  ses  multiples. 

IL  Désignons  par  p'^  la  plus  haute  puissance  de  /?,  qui  divise 
A' —  I,  en  sorte  que  A** —  i  =  Q^''^  Q  n'étant  pas  divisible  par  p. 

1°  Soit  a>  V.  Il  est  clair  que  A  appartient  à  l'exposant  6  suivant 
le  module/?",  puisque  A',  divisé  par//,  donne  le  résidu  i,  et  que 
toute  puissance  de  A,  d'un  degré  inférieur  à  0,  diminuée  d'une  unité^ 
n'étant  pas  divisible  par  p,  ne  peut  l'être  par  p'.  Ainsi  la  première 
partie  du  théorème  se  trouve  démontrée. 

a"  Soit  /^<^v.  Si  l'on  élève  les  deux  membres  de  l'égalité 
A'=  I  -h  Qp"^  à  la  puissance  X,  il  vient 

I  .  ?,  1.2.6 

d'où 

A^'^—  i=p^(}.Q  -h  D\'Lp^]. 

Par  là  on  voit  que,  si  X  ne  renferme  en  facteur  aucune  puissance 
de  />,  la  quantité  A^^  —  i  ne  peut  être  divisible  par  une  puissance 
de  p  supérieure  à  la  fx"'™''.  Donc  A^'' —  i  ne  sera  divisible  par//  que 
siX  =  Xi/>f,  Il  étant  premier  avec  p.  Si  l'on  remplace  X  par  cette 
valeur,  le  développement  précédent  devient 

Xp^:,Xp^-.)ihp^-..) 

1.2.3  ^ 

Or  on  peut  reconnaître  que  tous  les  termes,  à  partir  du  troisième 
inclusivement,  sont  divisibles  par /Z'^'''.  Prenons,  en  elïet,  l'un  de 
ces  termes 

x./??(x,/?p-i)(x,^>^-?-)...a,/>?— //  +  i)   ,  . 

1.2.3...//  ^^       ' 

et  écrivons-le  comme  il  suit  : 

„f/   (?-./^^-')(Â,/>^--2)...(X,/^?-//+  ti   I         ,.^ 
^  '•'  "    ..2...(/i->j  A  *-'  ^'    • 


L'expression 


^X./7P— i)(X,/7?— a)..  .(X,/;?—  //  4-  i]  _p 
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dont  les  deux  termes  renferment  le  même  nombre  de  facteurs  for- 
més de  nombres  entiers  consécutifs,  se  réduit,  comme  on  le  sait,  à 
un  nombre  entier.  Il  suit  de  là,  puisque  les  coefficients  binomiaux 

sont  aussi  entiers,  que,  lorsque  h  est  premier  avec  p,  -—r-  doit  être 

un  nombre  entier.  Le  terme  considéré  est  donc  divisible  par//'^^'^ 
et,  par  conséquent,  par  z^"^"*^,  puisque  A^  2. 

Lorsque  h  n'est  pas  premier  avec  /?,  mais  est  égal  à  /«i/>%  on  ne 
voit  pas  aussi  aisément  que  le  terme  considéré  soit  divisible  par 
^f+2|A.  mais,  si  on  l'écrit  de  la  manière  suivante  : 

p^^i 7-7 ^ 7- 'J    r-' 

'^  I  .2.  .  .  (/i  —  1)  /i,  p' 

on  reconnaît  encore,  //j  étant  premier  avec  />,  que 

^  (^/>p— i)(X,jp?-  -?.]... [Xp?—  /i  4-1)    i_ 
1 .2.  .  .  (A  —  i)  h, 

est  un  nombre  entier.  Par  conséquent,  pour  que  ce  terme  soit  divi- 
sible par  p^'^'^t  il  suffit  que 

soit  entier.  Or  il  en  sera  toujours  ainsi,  si  la  condition 

y-[li\p' —  '>]^s 

est  d'elle-même  vérifiée.  On  voit  immédiatement,/^  étant  un  nombre 
premier  impair  et  s  un  entier  quelconque,  que  la  condition 

p' —   2>5, 
,    ,  ^  loc  (  J  4-  2  )    5  -t-  2  .    f.    .  _  ,,.  , 

qui  iOVient  a  loiTWrî — ^^ ,   est  satisfaite.    h,n  eltet,  les 

deux  rapports 

l(iir    s  A-  ■?  !  5+2 

s  -\-  1  s 

T    •                       1                                               -1                los(ï  +2) 
diminuent   quand  s  augmente,  et  sont  moindres  que  — 2_i <, 

H-  2       ,  l0g(5-}-  2]  .  .  .  ■   1        'J       1'    -Il  1 

;  donc est  égal  ou  intérieur  a  logj;  d  ailleurs  log/J 
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est  égal  ou  supérieur  à  log3  :  donc  la  condition 

p'  —  2  >  5 

est  toujours  vérifiée.  On  en  déduit  successivement 

/i,p'—2>s,     ij.[h,p'—i)>s, 

et  ce  dernier  résultat  constitue  justement  l'inégalité  qu'il  importait 
d'établir^  par  conséquent,  tous  les  termes  du  développement  ci- 
dessus  sont,  à  partir  du  troisième  inclusivement,  divisibles  par 
p<i-^'\\  XI  en  résulte  que  l'on  a 

A"''./'-  —  I  =  /;?+:^  (  X  O  +  Olt/;;^)  ; 

cette  égalité  montre  que  A^''"  —  i  n'est  divisible  par/;"  que  sous  la 
condition 

Par  conséquent,  en  prenant  Xi  =  i ,  p  +  p  =  v  ou  p  =v  —  p.,  on 
aura  dans  0//'~'  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  A  qui, 
divisée  par//,  donne  le  résidu  i ,  et  A  appartient;!  l'exposant  9p''~^. 
La  seconde  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

Corollaire  I.  —  Les  nombres  fournis  par  la  formule  a  -\-  /nr, 
a  étant  moindre  que  p  et  appartenant  à  l' exposant  9  suivant  le 
ijiodule  p,  appartiennent,  suii^ant  le  module  j)''^  aux  divers  expo- 
sants 

0,     Op,     Op\     ...,     Op"-\ 


Un  nombre  appartient 

à  V exposant  0 
»           6p 
»           6p' 

lorsque  //>  v, 

»            u.  =  y  —  ?.  , 

»  0//'~'  »  _U  =:  V  —  (  V  —  I  )  =  I . 

lîéciproqucment. 

Si  un  nombre  appartient,  suivant  le  module  //',  //.  un  expo- 
sant Op\  i  n'étant  pas  nul,  ce  nombre  rend  la  fonction  X" —  i  divi- 
sible par  p''  ' ,  et  non  par  une  puissance  plus  élevée. 
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CoiioLLAiiU':  11.  —  Puisque  un  diinseuf  c/uelconf/ue  de  '■>(//)  est 
de  la  forme  6/^',  Q  étant  l'un  des  diuiseurs  de  p —  i,  l'unité  et 
l>  —  I  compris,  et  a  f)oui^ant  prendre  toutes  les  'valeurs  depuis 
zéro  jusqu'à  v  —  i  inclusivement,  il  existe  des  nombres  apparte- 
nant à  un  diviseur  quelconque  de  ©(/->')  pris  pour  exposant. 

Corollaire  111.  —  Un  nombre  A  appartient  à  l'exposant 
P~^{P —  0'  c'est-à-dire  est  racine  primitive  pour  le  module  p\ 
quand  il  est  racine  primitive  pour  le  module  /?,  et  qu'en  outre 
A''"~^ —  I  nest  divisible  que  par  la  première  puissance  de  p. 

Corollaire  IV  .  —  0?i  peut,  en  se  servant  de  la  formule  donnée 
par  le  premier  théorème,  répartir  entre  les  diviseurs  9,  (5/>,  0/r ,  . . . , 
0//~^  les  nombres  appartenant,  suivant  le  module  p^  à  l'expo- 
sant 9. 

En  eiret,  cette  formule,  donnant  les  nombres  qui  rendent  X** —  i 
divisible  par  /?'"*"*  et  non  par  /j'^^,  fournit  par  cela  même  les  nom- 
bres appartenant  à  l'exposant  Op^~'~^:,  mais,  pour  opérer  la  réparti- 
tion, il  sera  plus  simple  dans  la  pratique  de  procéder  par  exclu- 
sion. 11  faudra  prendre  les  nombres  «,  Z»,  c,  .  .  . ,  moindres  que  />, 
appartenant  à  l'exposant  Q  pour  le  module  /;,  former  les  suites  des 
nombres  moindres  que  //  qui  leur  sont  congrus  suivant  le  même 
module,  puis  cherclier  pour  chaque  suite  les  nombres  qui  rendent 
la  fonction  X^ —  i  divisible  parp^  et  les  supprimer  :  tous  les  nom- 
bres restants  appartiendront  à  l'exposant  Bp'~'^\  cherclier  dans  les, 
suites  des  nombres  rendant  X"  —  i  divisible  par  p^  ceux  pour  les- 
quels cette  fonction  est  divisible  par  />^,  et  les  supprimer  :  tous  les 
nombres  restants  appartiendront  à  l'exposant  O])'"'-,  et  ainsi  de 
suite. 

Remarque  I.  —  On  peut  reconnaître  que  ce  corollaire  renferme 
comme  cas  particulier  la  proposition  donnée  par  M.  Lebesgue  dans 
le  Journal  de  Liouville,  \^^  série,  t.  XIX,  p.  334,  anwée  i854. 

Remarque  II.  —  Les  applications  ci-dessus  I  et  II  donnent  les 
nombres  appartenant  aux  exposants 

1,  p,       p\     ...,       p-'-'; 

2,  -y.p,     ip-,      ...,     2/?'-'. 

CoROLLAïui':  \ .  —  Il  existe,  suivant  le  module  p\  fj[Qp"')  nom,-. 
brcs  appartenant  à  l'cxposanf  Oj)'"^ . 
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En  effet,  les  nombres  appartenant  à  l'exposant  9p'~^  sont  fournis 
par  la  formule 

a-h  pz,+  p'z,  +  .  .  .  H-  //■-'  S/_,  -+-  /?';:,■  -f-  //+'  Z  ; 

or,  pour  une  valeur  donnée  de  a  et  une  de  <^,,  cette  expression  four- 
nit p"""'"*  valeurs  moindres  que  p\  puisque  Z  peut  prendre  les  va- 
leurs o,  1,2,  .  .  .,  p^'^^  —  i;  par  conséquent,  en  tenant  compte  des 
cp(0)  valeurs  de  a  et  des  p  —  i  valeurs  de  ^,,  l'expression  précé- 
dente donne  (f{0){p  —  i)p''~'~^  valeurs  moindres  que // apparte- 
nant à  l'exposant  0/>'~'^  mais  cp(0)  [p  —  1);/-'-*=  (f[Qp'-')  :  la  pro- 
position est  donc  établie. 

En  particulier,  il  existe  9[(/>  —  0P~']  ^^^  f-fiP^)  nombres  ap- 
partenant à  l'exposant  {p  —  ï)/^'~S  c'est-à-dire  cti.y(//)  racines 
primitives  pour  le  module  //. 

On  passe  des  résultats  obtenus  pour  le  module  p"  à  ceux  qui  sont 
propres  au  module  2//  à  l'aide  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  2hut  nombre  impair  qui  appartient,  selon  le  mo- 
dule p",  à  l' exposant  B^ ,  appartient  au  même  exposant  suivant  le 
module  ip'' . 

Nous  observerons  d'abord  que  les  nombres  premiers  avec  le  mo- 
dule ip^  se  trouvent  dans  la  suite  des  nombres  impairs,  puisque 
l'égalité  (55(2/;')  =  cp (/y)  montre  que  les  diviseurs  de  ^{p')  sont 
ceux  de  cj)(2//).  Cela  posé,  soit  A  un  nombre  impair  appartenantà 
l'exposant  Gj,  suivant  le  module  p\  on  aura  A°' — i  =d\1p%  et, 
puisque  A"' — i  est  pair,  on  a  aussi  A^' —  i  =y(Lip\  Ainsi  A  ne 
peut,  suivant  le  module  2/7',  appartenir  à  un  exposant  supérieur  à 
0,.  Si  maintenant,  suivant  le  module  2//',  A  appartenait  à  un  expo- 
sant 6',,  moindre  que  0,,  on  aurait  A"- —  i  =D1L2//,  et  par  consé- 
quent A'i — I  =  OTO/^",  ce  qui  n'est  pas.  Le  nombre  A  appartient 
donc  au  même  exposant  selon  les  deux  modules. 

ConoLLAiTiE  I.  —  Il  existe  des  nombres  appartenant,  suivant  le 
module  2//',  à  tous  les  diviseurs  de  (p(2/>'). 

Corollaire  II.  —  La  totalité  des  nombres  appartenant,  suivant 
le  module  2//,  à  l'exposant  Op''~^^  est  égale  à  (p(  2  0^'"'). 

En  effet,  si  l'on  veut  avoir  la  totalité  des  nombres  impairs  moin- 
dres (pie  2//',  appartenant  à  l'exposant  0/;'"',  il  sullil  d'observer  (pie, 
si  (ly  /;,  r,    .  .  .  sont  des   nombres   luoindres   que  //'  apparlenanl  à 
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l'exposant  dp'"'-)  suivant  le  module//',  les  nombres  appartenant  au 
même  exposant  et  moindres  que  ?,//  sont 

a,     b,     6',     .  .  . ,     a-\-  p',     b  +  p\     c  -h  p',      .... 

Or,  /?"  étant  impair,  les  deux  nombres  rt,  a -\- p'  sont  de  parités 
différentes;  par  conséquent  il  n'y  en  a  qu'un  des  deux  qui  appar- 
tienne, selon  le  module  ip^  à  l'exposant  (p(0//~');  la  suite  précé- 
dente offre  donc  autant  de  nombres  appartenant  à  l'exposant  Op'~'^ 
pour  le  module  ip\  qu'il  y  en  a  dans  la  première  suite  a^b^c^  ..., 
c'est-à-dire  cf(0//~'),  ou  bien  (i^[iBp'"'').  En  particulier,  il  exist»; 
cj).  (^[ip')  racines  primitives  pour  le  module  ip^. 


Sur  la  cojiservatioji  du  genre  des  courbes  algébriques  dans  les 
transformations  uniformes;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i^'  décembre  1875.) 

1.  C'est  dans  le  Calcul  intégral  que  la  notion  du  genre  des 
courbes  algébriques  a  pris  naissance.  Par  cette  voie,  il  est  immé- 
diatement visible  que  le  genre  se  conserve  dans  les  transformations 
uniformes .  Pour  introduire  dans  la  Géométrie  cette  notion  nou- 
velle, il  fallait  connaître  l'expression  analytique  du  genre.  Cette 
question  était  résolue  dans  des  cas  particuliers,  notamment  dans 
celui  où  la  courbe  considérée  ne  contient  que  des  singularités  or- 
dinaires. J'en  ai  donné  la  solution  générale  suivante  : 

Soient  p  le  genre,  m  le  degré,  c  la  classe  d'une  courbe  algé- 
brique, N  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  de  tous  ses  points 
singuliers ,  et  T  le  nombre  total  des  sj  sternes  circulaires  formés 
par  les  branches  de  la  courbe  en  ses  points  singuliers.  Ces  éléments 
satisfont  à  la  relation 

(i)  2(/>  — i)  =c  —  2m +  N  —  T('). 

Le  nombre  /?,  défini  par  cette  relation,  se  conserve  dans  les  trans- 


(•)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  i833,  et 
t.  I.XXX,  p.  638. 
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loruialions  uniforinci.  C'est  ce  que  nous  apprend  le  Calcul  intégral. 
Il  est  naturel  de  désirer  une  démonstration  directe  de  cette  propo- 
sition. On  en  possède  déjà  plusieurs  pour  le  cas  particulier  déjà 
cité,  où  la  courbe  considérée  ne  contient  que  des  singularités  ordi- 
naires (*).  On  peut  passer  de  là  au  cas  général,  comme  je  l'ai  déjà 
montré,  en  employant  diverses  transformations  uniformes  particu- 
lières, qui  changent  une  courbe  quelconque  en  une  autre  n'offrant 
que  des  singularités  ordinaires;  mais  ces  détours  peuvent  être  évi- 
tés 5  l'objet  de  ce  petit  Mémoire  est  de  présenter  une  démonstration 
directe  de  la  proposition  suivante  :  L' expression  qui  figure  au  se- 
cond membre  de  l' équation  (i)  a  la  même  'valeur  pour  deux 
courbes  quelconques  se  correspondajit  point  par  point  (^). 

2.  Il  est  nécessaire  de  donner  quelques  explications  prélimi- 
naires au  sujet  des  systèmes  circulaires.  Soient  O  l'origine  des  coor- 
données (j",  J  ),  un  point  singulier  d'une  courbe  plane  algébrique  S, 
et  A'  l'ordre  de  multiplicité  de  ce  point.  Pour  une  valeur  infiniment 
petite  de  a:.  A"  valeurs  de  j  sont  infiniment  petites.  On  sait  que 
ces  A  valeurs  se  répartissent  en  systèmes  circulaires  (^),  c'est-à-dire 
en  des  groupes  tels  que  les  n  valeurs,  comprises  dans  l'un  quel- 
conque d'entre  eux,  forment  une  seule  et  même  fonction  synec- 
1 

tique  de  x'\  Or  on  prouve  aisément  que  cette  répartitionne  dépend 
pas  des  axes  de  coordonnées,  pourvu  toutefois  c|ue  l'axe  des  j  ne 
soit  pas  une  tangente  de  S  au  point  O.  On  a  donc  ainsi  une  réparti- 
tion des  branches  de  S,  au  point  O,  en  des  groupes  bien  définis,  que 
j'appelle  systèmes  circulaires  de  brancluîs.  Le  nombre  n  est  ['ordre 
de  niulliplicité,  le  point  O  est  V origine  d'un  tel  système  circu- 
laire. 

Soit/(ï)  une  fonction  synectique  pour  les  petites  valeurs  de/, 
et  ne  s'évanouissant  pas  avec  cette  variable  5  soient  n  et  /•  des  en- 
tiers positifs.  Les  équations 

(2)  x=zl",     y=rf{t] 


(')  Cledscii  et  GonDAN,  Fouet,  ah.;  Zei'tiien  ,  Comptes  rendus  de  P  Académie  des 
Sciences. 

(')  Au  congrrs  do  l'yVssooiation  française,  j'ai  donné  cette  année,  du  même  lliéo- 
ri'me,  une  autre  démonstration,  fondée  sur  des  considérations  géométriques. 

(')  PuiSFix,  .limriKil  de  i^latlirmaliiiiirs  ;   |S.')0. 
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déiinissi'ul,  de  la  manière  la  plus  générale,  j'  comme  Ibnelion  sy- 

ncctique  de  a.",  s'évauouissant  avec  x.  Pour  chaque  valeur  de  x, 
cette  fonction  a  un  nombre  de  valeurs  égal  à  n  ou  à  un  diviseur 
de  n.  Donc,  sous  les  conditions  qucj^  ait  précisément  n  valeurs  et 
que  /•  ne  soit  pas  inférieur  à  n  (pour  que  l'axe  des  j^  ne  soit  pas  la 
tangente),  les  équations  (  2)  définissent,  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale, un  système  circulaire  de  brandies  dont  l'ordre  de  multipli- 
cité est  72,  et  dont  l'origine  est  le  point  O.  Si  /•  est  supérieur  à  «,  la 
tangente  est  l'axe  des  x.  Pour  que  les  axes  soient  quelconques,  on 
doit  supposer  r  =  7i.  Si  la  fonction  j'",  définie  par  (2),  a  moins 
de  n  valeurs,  les  équations  (2)  définissent,  en  supposant  toujours 
r  =  71,  un  système  circulaire  dont  l'ordre  de  multiplicité  est  égal  au 
nombre  de  ces  valeurs. 

Au  lieu  des  équations  (2),  considérons  celles-ci  : 

(3)  x  =  i"o[t],    r  =  t'^^{t), 

n  étant  toujours  un  entier  positif,  et  o  et  <^  des  fonctions  de  même 
définition  que  /".  On  démontre  aisément  que  l'élimination  de  t  entre 
les  équations  (3)  conduit  à 


y  =z  x^J\x" 

où  B  est  encore  une  fonction  de  même  définition  que^.  C'est  préci- 
sément la  forme  du  résultat  auquel  conduit  l'élimination  de  t  entre 
les  équations  (2),  où  l'on  suppose  r  =  Ji.  Ainsi,  de  même  que  les 
équations  (2),  les  équations  (3)  définissent,  sans  plus  de  généralité, 
un  système  circulaire  de  branches  dont  l'origine  est  en  O,  et  dont 
l'ordre  de  multiplicité  est  Ji  ou  un  diviseur  de  n. 

3.  Soit  S  une  courbe  contenant  le  système  circulaire  de  branches 
représenté  par  les  équations  (2).  Je  suppose  que  l'ordre  de  multi- 
plicité de  ce  système  circulaire  soit  ellectivement  n.  Je  désigne 
abréviativementle  système  circulaire  par  (S).  Soit  maintenants  une 
seconde  courbe,  qui  soit  une  transformée  rationnelle  de  S.  Si  x^y 
sont  les  coordonnées  d'un  point  a  de  S,  les  coordonnées  'i,  r,  du 
point  correspondant  a  de  S  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^j. 
Si  donc  a  est  infiniment  voisin  de  O,  et  sur  une  branche  de  (S), 
les  coordonnées  de  y.  sont  des  fonctions  synectiques  de  t,  sauf  au  cas 
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où  elles  seraient  infinies.  J'écarte  ce  cas  en  employant,  au  besoin, 
une  transformation  homographique.  Les  coordonnées  de  a  tendent 
donc,  pour  t  infiniment  petit,  vers  des  limites  finies  et  déterminées 
d'une  seule  manière.  Donc,  en  premier  lieu,  au  point  O,  considéré 
sur  S  comme  limite  des  points  du  système  circulaire  (S),  corres- 
pond un  seul  point  ù  sur  2.  Supposant  alors  Q.  origine  des  coor- 
données ^,  r,,  j'ai,  pour  les  valeurs  des  coordonnées  de  a,  des 
expressions  telles  que 

(4)  l:=:V^[t],     ■ri  =  V^'[t], 

où  0  et  ^  sont  des  fonctions  de  même  définition  que/*,  et  où  a  est 
un  entier  positif.  Comme  on  l'a  vu  au  n"  2,  les  équations  (4)  défi- 
nissent un  système  circulaire  de  brandies  (2),  dont  l'ordre  de  mul- 
tiplicité est  (T  ou  un  diviseur  de  t.  Si  v  est  l'ordre  de  multiplicité 
de  (S),  a  est  ainsi  un  multiple  entier  de  v.  Donc  : 

Théorème  I.  —  Soient  S  eï  2  deux  courbes  planes  algébriques 
dont  la  seconde  soit  une  transformée  ratiomielle  de  la  première  : 

\°  A  un  système  circulaire  de  branches  [S)  de  la  première  cor- 
respond un  seul  système  circulaire  de  branches  (2)  de  la  seconde. 

2°  Soient  n  et  V  les  ordres  respectifs  de  multiplicité  des  sys- 
tèmes circulaires  correspondants  (S),  (  2)  -,  à  un  point  placé  sur  (S) 
à  distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de  l'origine  de  (S),  corres- 
pond sur  (2)  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  de  (2)  est  un 
multiple  entier  de  v. 

Il  est  visible  que  le  nombre  entier  -  est  égal  au  nombre  des 

points  a  de  (S)  qui  correspondent  à  un  point  a  de  (2).  Si  donc  on 
suppose  maintenant  que  la  courbe  S  soit,  à  son  tour,  une  transfor- 
mée rationnelle  de  2,  c'est-à-dire  que  les  courbes  S  et  2  se  corres- 
pondent/>oi«f /^ar^om^^  a  est  égal  à  v.  On  a  donc  cette  nouvelle 
proposition  : 

Théorîcme  II.  —  Soient  S  et  2  deux  courbes  algébriques  se  cor- 
respondant point  par  point,  et  n  et  v  les  ordres  de  multiplicité 
respectifs  de  deux  systèmes  circulaires  correspondants  {^).^  (2)  : 
à  un  point  placé  sur  (S)  à  distance  infiniment  jietite  d'ordre  n  de 
l'origine  de  S  correspond  un  point  de  (2)  //  dislancr  in  fini  nient 
petite  d'ordre  v  de  l'origine  de  (!,). 
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4.  Le  théorème  II  est  le  point  essentiel  de  cette  théorie.  Je 
n'aurai  recours  clans  ce  qui  va  suivre  à  aucun  autre  résultat  nou- 
veau. Toutefois,  avant  d'arriver  à  l'objet  même  de  ce  travail,  je 
crois  utile  de  rappeler  brièvement  un  procédé  pour  déterminer 
l'ordre  de  multiplicité  d'un  système  de  solutions  de  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues.  Ce  procédé  a  pour  point  de  départ  la  pro- 
position suivante  : 

SoitY[x,  j)  =  o  l'équation  sous  foruie  entière  d'une  courbe 
algébrifjue  plane.  Le  nombre  des  intersectioiis  de  cette  courbe  et 
d'ujie  autre  courbe  S,  du  même  plan,  coTifondues  en  un  point  O, 
est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  quantités  infiniment  petites 
F(a:,j>'),  quand  on  suppose  le  point  [x^j]  placé  successivement  à 
distance  infiniment  petite  du  j)remier  ordre  de  O,  sur  les  diverses 
brandies  de  S. 

Je  suppose  que,  au  point  O,  la  courbe  S  comprenne  divers  sys- 
tèmes circulaires  (S),  (S'),  ....  Soit  h  la  somme  des  ordres  des 
quantités  infiniment  petites  F{j:,j  ),  quand  on  suppose  le  point 
[x^j]  placé  successivement  à  distance  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre  de  O,  sur  les  diverses  branches  de  (S).  Soit  de  même 
A' le  nombre  analogue  pour  (S'),  ....  Le  nombre  des  intersections 
des  deux  courbes  en  O  est  A  +  //  -f- .  . . . 

Soit  maintenant  n  l'ordre  de  multiplicité  de  (S),  que  je  suppose 
défini  par  les  équations  (2).  Pour  calculer  l'élément  de  A,  relatif 
à  une  quelconque  des  branches  de  (S),  on  substituera  dans 
F(x,  j')  les  valeurs  de  x  etj'-,  données  par  (2),  en  supposant  t 

infiniment  petit  de  l'ordre  -  •  Par  suite  h  se  compose  de  n  élé- 
ments égaux.  Donc  h  est  égal  à  l'ordre  d'infiniment  petit  auquel 
appartient  F(a:,  7)  quand  on  suppose  t  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre.  En  d'autres  termes,  h  est  égal  à  l'exposant  de  t  au 
premier  terme  de  ^[x^  j'-),  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  £,  après  substitution  h.  x  el  j  des  valeurs  (2).  C'est  ce 
qu'on  peut  exprimer  brièvement  en  disant  que  : 

Le  nombre  des  intersections  d'un  système  circulaire  (S)  avec 

une  courbe  F(a:,j)')  =0,  qui  passe  à  l'origine  O  de  ce  système 

circulaire,  est  égala  L'ordre  d' infiniment  petit  auquel  appartient 

le  polynôme  entier  F(x,  y)^  quand  on  y  suppose  le  point  {x^  y) 

IV.  3 
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placé  sur  une  branche  de  (S)  à  une  distance  de  l'origine  de  (S) 
dont  l'ordre  infinitésimal  est  égala  l'ordre  de  multiplicité  de  (S). 

5.  J'arrive,  ces  préliminaires  établis,  à  mon  objet  principal. 
J'emploie  des  coordonnées  homogènes.  Soit  S  [x,  j^  z)  =  o  l'équa- 
tion d'une  courbe  algébrique.  Soient,  en  outre,  if,  ^',  w  trois  fonc- 
tions entières  et  homogènes  de  a:,  y^  z.  Par  les  équations 

(5)  l  =  '-=K 

^     '  U  V         w 

je  définis,  de  la  manière  la  plus  générale,  une  transformée  ration- 
nelle S  de  la  courbe  S.  A  chaque  point  «(x,  r,  z)  de  S  correspond 
un  seul  point  a  (^,  >?,  ^)  de  S.  La  réciproque,  pour  des  valeurs  par- 
ticulières de  M,  v^  w,  peut  n'être  pas  exacte  :  à  chaque  point  a  il 
peut  se  faire  qu'il  corresponde  plusieurs  points  a.  J'en  désignerai 
par  A'  le  nombre.  Si  A  est  égal  à  l'unité,  les  deux  courbes  S  et  S  se 
correspondent  poijit  par  point,  ou  la  transformation  (5)  est,  pour 
les  deux  courbes,  une  transformation  uniforme.  Sans  troubler  la 
généralité,  on  peut  supposer  les  trois  fonctions  u^  t^,  w  du  même 
degré;  car  cette  supposition  sera  toujours  réalisée  au  moyen  d'un 
changement  de  coordonnées.  Je  désignerai  par  q  le  degré  de  ^f ,  v',  çv, 
et  par  m  celui  de  S. 

Je  cherche  d'abord  le  degré  u  de  S.  Les  points  a,  tels  que  leurs 
correspondants  a  soient  sur  une  droite  arbitrairement  donnée,  sont 
les  intersections  de  S  avec  la  courbe 

(G)  Y[x,  y,  z)  =iau -\- bv -\- ca'  =  o, 

où  a,  Z>,  c  sont  des  constantes  arbitraires.  Le  nombre  des  solutions 
est  inq  ;  mais  il  faut  en  défalquer,  comme  étrangères,  celles  qui  ne 
dépendent  pas  des  constantes  arbitraires  :  ces  solutions  répondent 
aux  points  dont  les  coordonnées  font  évanouir  à  la  fois  «i,  r,  w. 
Soit  O  un  de  ces  points;  soit  n  l'ordre  de  multiplicité  d'un  des  sys- 
tèmes circulaires  (  S  )  formés  par  les  branches  de  S  en  O  ;  plaçons 
le  point  a  sur  une  branche  de  (S)  à  distance  infiniment  petite 
d'ordre  n  de  O.  Soit  h  l'ordre  d'infiniment  petit  auquel  appartient 
alors  F(a:,  r,  z).  Soit  2//  la  somme  des  nombres  analogues  pour 
tous  les  systèmes  circulaires  de  branches  de  S  aux  divers  points 
dont  les  coordonnées  font   évanouir  à  la  fois  «,  p»,  w.  D'après  le 
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n°  4,  le  nombre  total  des  intersections  des  courbes  S  et  F,  réunies 
en  ces  points,  est  "Lh.  Le  nombre  des  solutions  non  étrangères  est 
donc  mq  — SA.  Mais,  à  chacun  des  points  a,  situés  sur  la  droite 
considérée,  et  dont  le  nombre  est  ^,  correspondent  k  points  a  dont 
les  coordonnées  font  évanouir  F  5  donc 

(7)  k^  =  mq  —  Ih. 

6.  Je  vais  maintenant  calculer  la  classe  de  la  courbe  2.  En  em- 
ployant des  majuscules  pour  les  coordonnées  courantes,  j'ai,  pour 
la  tangente  de  L  en  un  point  a,  l'équation 


A  = 


X 

II 

du 

Y 

V 

ch 

Z 

w 

dw 

o. 


Sous  forme  explicitement  entière,  cette  équation  se  change,  par 
un  calcul  facile,  en  la  suivante  : 

X     Ui      U2     ii^i 
Y     c,      Vj      (^3 

Z  (l'i  Wi  tï'3 

0    S.    s,    s, 


où,  suivant  l'usage,  j'ai  posé 


du 
àx 


du 


du 


U{  ,  — —  U2,  rr —    Mj 

df  dz 


et  de  même  pour  les  autres  fonctions.  Si  l'on  considère  X,  Y,  Z 
comme  données  arbitrairement,  les  intersections  de  la  courbe  B  et 
de  S  sont  les  points  «,  tels  que  les  tangentes  de  S  aux  points  corres- 
pondants ce  passent  en  un  point  donné.  Le  nombre  de  ces  points,  dé- 
falcation faite  des  solutions  étrangères,  c'est-à-dire  indépendantes 
des  arbitraires  X,  Y,  Z,  est  égal  à  A  fois  la  classe  de  2.  Ce  sont  les 
solutions  étrangères  qu'il  s'agit  actuellement  de  compter. 

Soient  s  la  variable  indépendante,  que  je  laisse  pour  le  moment 
indéterminée,  et 

y.^dx  -\-  [J.2  dy  +  p-3  dz  =  ds 

sa  différentielle  totale.  Soit  aussi  l'équation  qui  lie  les  coordonnées 

3. 
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homogènes 


(lo) 


l^x  +  liy  4-  7.3^  =  I, 


où  /,,  ...  sont  des  constantes.  Cette  dernière  a  lieu  également 
entre  X,  Y,  Z  et  aussi  entre  |,  y?,  ^.  Par  suite,  les  relations  (5)  se 
complètent  en 


À|W  +  /jf  4-  Xstv 


et  il  en  résulte 

(il)  A  =  (>.,« +72f -+->jtv)' 

Je  pose  maintenant 


X  l  dl 
Y  -n  dn 
Z     K    d; 


A  = 


>..     l,     /, 

y-i    ^'■2    /^-3 

3i       02       J^s 


Cela  étant,  on  vérifiera  aisément  que,  pour  les  valeurs  de  x,  y^  z 


satisfaisant  à  S  =  o,  on  a 
fi3) 


^     lis 


Les  points  dont  les  coordonnées  font  évanouir  A  peuvent  être  clas- 
sés en  deux  groupes  :  d'abord  ceux  dont  les  coordonnées  dépendent 
de  ^^^  i^i^  «Si  c'est-à-dire  du  choix  de  la  variable  indépendante.  Il 
est  manifeste  que  les  coordonnées  de  ces  points  ne  font  pas  éva- 
nouir B,  dont  l'expression  ne  dépend  pas  de  ce  choix.  On  voit  donc 
que,  pour  ces  points,  ds  est  nul,  et  que  le  second  membre  de  {i3) 
conserve  une  valeur  finie.  Le  second  groupe  est  composé  de  points 
dont  les  coordonnées  font  évanouir  à  la  fois  Si,  Sa,  Sj.  Ce  sont  les 
points  singuliers  de  S.  A  ces  points  correspondent  des  solutions 
étrangères,  puisque  les  coordonnées  de  ces  points  font  évanouir  B, 
quelles  que  soient  les  arbitraires  X,  Y,  Z. 

En  second  lieu,  les  autres  solutions  étrangères  sont  fournies, 
d'après  (i3),  parles  points  dont  les  coordonnées  font  évanouir  A, 
quelles  que  soient  les  arbitraires.  Ces  points  sont  ceux  en  lesquels 
les  trois  mineurs,  tels  que  {Idn  —  vir/H),  s'évanouissent,  c'est-à-dire 
les  points  singuliers  de  S. 
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Ainsi,  en  résumé,  les  solutions  élrangères  que  nous  cherchons 
répondent  à  des  points  singuliers,  soit  de  S,  soit  de  2,  soit  des  deux 
courbes  à  la  fois.  Soit  maintenant  O  un  point  répondant  à  une  solu- 
tion étrangère  5  je  compterai  Tordre  de  multiplicité  de  cette  solu- 
tion d'ajDrès  la  règle  du  n"  4.  J'ai  donc  à  chercher  l'ordre  d'infini- 
ment petit  auquel  appartient  B  quand  on  y  substitue  à  x,  r,  z  les 
coordonnées  d'un  point  «,  qui,  situé  sur  une  branche  d'un  système 
circulaire  (S)  d'origine  O  et  d'ordre  de  multiplicité  /z,  est  à  dis- 
tance infiniment  petite  du  n'^""^  ordre  de  O.  D'après  l'équation  (i3), 
je  pourrai,  pour  trouver  cet  ordre,  opérer  séparément  sur  A  et  sur 

A  A 

-y-")  et  faire  la  somme  des  résultats.  Je  m'occupe  du  facteur  -y,  en 

premier  lieu. 

Les  constantes  /i,  }>2,  Aj  de  l'équation  (lo)  peuvent  être  considé- 
rées comme  tout  à  fait  arbitraires;  car  changer  ces  constantes  sans 
modifier  ni  les  équations  ni  le  triangle  de  référence,  c'est  changer 
la  figure  en  une  figure  homographique,  ce  qui  est  permis  dans  le 
problème  qui  nous  occupe.  Les  constantes  Xj,  Xj,  Xj  étant  arbi- 
traires, la  quantité  (/lU-h  X^v  -\-'l^w)  ne  diffère  que  parla  nota- 
tion de  celle  que  j'ai  précédemment  (6")  appelée  F(jr,  j)',  ^j;  par 
suite,  au  point  «,  cette  quantité  est  infiniment  petite  de  l'ordre  li. 
Ainsi  le  premier  facteur  de  A  (i  i)  est  infiniment  petit  de  l'ordre  ili. 
Voyons  maintenant  le  second  facteur.  Soit  VL  le  point  (|,  vî,  ^)  ori- 
gine du  système  circulaire  (S)  qui  correspond  à  (S),  et  a  le  point 
correspondant  à  a.  Les  coordonnées  de  a  sont  \  +  d\^  y;  -\-  r/y;, 
(^  -h  â^.  Le  second  facteur  de  A  ne  diflère  que  par  un  facteur  fini 
de  la  distance  de  a  à  la  droite  menée  par  û  et  le  point  dont  les  coor- 
données sont  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  à  une  droit<;  arbitraire  menée 
par  lî.  L'ordre  infinitésimal  du  second  facteur  de  A  est  donc  le 
m.ême  que  celui  de  la  distance  Oa.  Je  désigne  cet  ordre  par  a.  Donc 
l'ordre  infinitésimal  de  A  est  (cH-  a/i).  D'ailleurs  Oa  est,  par  hy- 
pothèse, infiniment  petit  de  l'ordre  n.  Il  en  est  donc  de  même  de 

A 

ds.  Donc  —r-  est  de  l'ordre  (a  —  n  -\-  ili).  En  considérant  successi- 
vement tous  les  points  qui  répondent  aux  solutions  étrangères, 
on  aura  une  somme  S(o"  —  /z-f-a/i)  dénombres  analogues.  Soit 
maintenant  F  la  somme  analogue  pour  la  fonction  A,  le  nombre 
des  solutions  étrangères  est  F -h  S  (a  —  7i-\-ili).  D'ailleurs  le  de- 
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gré  de  B  est  égal  a  [2f/  -\-  m  —  3 )  ;  par  suite,  en  désignant  par  y  la 
classe  de  la  courbe  2,  j'ai 

(i4)  hy=  [iq  +  m  —  3)  m  —  2(c-  —  n)  —  2.1h  —  F. 

Dans  cette  équation,  la  somme  E/i  s'applique  en  premier  lieu  à 
tous  les  points  pour  lesquels  on  a  déjà  envisagé  la  même  somme  au 
numéro  précédent,  c'est-à-dire  ceux  en  lesquels  u,  u,  w  s'éva- 
nouissent à  la  fois.  Elle  s'applique  en  second  lieu  à  d'autres  points  5 
mais,  en  ces  derniers,  h  est  nui.  Donc  Hh  a.  ici  le  même  sens  que 
précédemment 5  par  suite,  en  vertu  de  (7),  l'équation  (i4)  se 
change  en 

i5)  k[y  —  Q. ^.)  ^=  in[m  —  3)  —  F  —  2((7  —  /i). 

Pour  obtenir  la  signification  du  nombre  F,  qui  ne  dépend  que  de 
la  courbe  S,  il  suffit  de  prendre  un  exemple  particulier.  Je  fais 


Alors  la  courbe  E  se  confond  avec  S.  Les  nombres  [g  —  n)  sont 
nuls,  et  A~  est  l'unité.  On  a  alors  d'après  (i5),  en  désignant  par  c 
la  classe  de  S, 

c  =  m{m  —  1  )  —  F. 

L'égalité  (i5)  peut  alors  s'écrire 

(i6)  Ic{y  —  2[j.) -{-1(7=  c —  o.m-{-ln. 

7.  Je  suppose  maintenant  que  les  courbes  S  et  2  se  correspon- 
dent point  par  point.  Le  nombre  A"  est  alors  égal  à  l'unité  5  mais,  en 
outre,  d'après  le  théorème  II,  (j  se  change  en  l'ordre  de  multipli- 
cité V  du  système  circulaire  (E)  correspondant  à  (S).  J'ai  donc, 
au  lieu  de  (i6), 

(17)  y  —  2p. -t- 2v  =  6-  —  2m-\-2n. 

Cette  relation  est  entièrement  symétrique  par  rapport  aux  éléments 
respectifs  des  deux  courbes.  Les  systèmes  circulaires  (S)  qui  figu- 
rent dans  1,71  sont,  d'après  l'analyse  ci-dessus  :  1°  ceux  qui  répon- 
dent à  des  points  singuliers  de  S  j  soit  T  leur  nombre  et  ÎN  la  somme 
de  leurs  ordres  de  multiplicité  5  a*'  ceux  qui  répondent  à  des  points 
singuliers   de  E,  dont  les   correspondants  sur  S  sont  des  points 


-  39  - 

simples.  Leur  nombre,  que  je  désigne  par  N',  est  égal  à  la  somme 
de  leurs  ordres  de  multiplicité,  puisque  tous  ces  ordres  sont  égaux 
à  l'unité.  Ainsi 

Soient  G,  DL^  3b'  les  nombres  analogues  pour  S.  On  a 

2v=3b+  Db'. 

Le  nombre  total  t  des  couples  de  systèmes  circulaires   envisagés 

est 

ï  =1  T  +  N'  =  S  +  Db'. 

Par  suite  de  ces  trois  relations,  l'égalité  [ly)  devient 
(i8)  y  —  2p. +  3b  — S  =  c  — 2m  +  N  — T, 

ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée  au  début  de  ce  travail. 

8.  Je  n'ai  pas  à  montrer  ici  par  des  applications  l'utilité  de  cette 
proposition  en  Géométrie.  J'en  ai  déjà  fait  usage  en  diverses  occa- 
sions. Je  me  réserve  de  montrer  une  autre  fois  l'utilité  du  tliéo- 
rème  IL  Pour  le  moment,  j'appellerai  l'attention  sur  la  relation  (i6), 
qui  suppose  simplement  c|ue  la  courbe  2  soit  une  transformée  ra- 
tionnelle de  S,  sans  exiger  la  propriété  réciproque.  Je  vais  en  faire 
une  application. 

Je  suppose  que  S  soit  une  courbe  qui  ne  contienne  que  des  bran- 
ches simples,  et  que  2  soit  une  droite.  Alors  l'équation  (i6)  se 


change  en 


2  m  -f-  2  /r, 


en  désignant  par  1  la  quantité  S(c7  —  «).  Quelle  est  la  significa- 
tion de  1? 

D'après  l'hypothèse  faite  sur  S,  chaque  nombre  7i  est  égal  à 
l'unité;  par  suite,  si  O  est  un  point  de  S,  a  un  point  de  la  même 
courbe,  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  de  O-,  et  si 
iî,  oc  sont  les  points  correspondants  sur  la  droite,  que  je  désigne 
par  D,  le  nombre  g  est  l'ordre  de  l'infiniment  petit  Ha.  Donc  1  est 
le  nombre  des  points  0  </«t  sont  stationnaires .  On  peut  encore  en 
donner  une  autre  interprétation,  qui  résulte  du  théorème  I  et  delà 
remarque  faite  à  la  suite  de  ce  théorème.  Soient  O  un  point  de  S, 
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D.  le  correspondant  sur  D,  et  a  un  point  de  D  infiniment  voisin 
de  0.  Le  nombre  a  est  égal  au  nombre  des  points  infiniment  voi- 
sins de  O,  qui  sur  S  correspondent  à  a. 

On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  faire  correspondre  un  point 
d'une  droite  D  à  un  point  d'une  courbe  quelconque  S,  et,  par  suite, 
tirer  de  l'égalité  (19)  beaucoup  de  résultats  divers.  Je  vais  donner  un 
exemple.  Je  considère  un  système  de  courbes  C  de  degré  fx,  défini 

T  •              1                       1      ^                      i"^  (  M  ~^"  3  ) 
par  ces  conditions  :  chaque  courbe  L  passe  par*-^^ n  points 

donnés  P,  Pj,  P2,  .  .  . ,  et,  en  outre,  a  un  contact  d'ordre  [n  —  i) 
avec  S.  Soit  L  le  point  de  contact  d'une  courbe  C  avec  S  :  à  ce  point 
répond  une  seule  courbe  C  du  système.  Je  mène  la  tangente  à  C  au 
point  P;  cette  tangente  rencontre  une  droite  donnée  D  au  point  A. 
J'ai  ainsi,  par  le  couple  (L,  A),  réalisé  entre  S  et  D  la  correspon- 
dance demandée.  Je  vais  en  tirer  des  conséquences.  Je  désigne 
par  'y('ï)  le  nombre  des  courbes  de  degré  p.  que  l'on  peut  mener 

par  i-^^ 77  points  donnés,  de  manière  que  chacune  de  ces 

courbes  ait,  en  outre,  un  contact  d'ordre  n  avec  S.  Si  je  prends  un 
point  A  à  volonté,  la  tangente  de  C  au  point  P  se  trouve  détermi- 
née. Le  nombre  des  courbes  C  qui  admettent,  en  P,  cette  tangente 
est  précisément  égal  à  <^{n  —  i),  si  l'on  veut  toutefois  admettre 
que,  au  lieu  de  deux  points  distincts,  on  peut  donner  un  point  et  la 
tangente  en  ce  point  pour  déterminer  une  courbe  de  degré  [l,  assu- 
jettie aux  autres  conditions  indiquées,  sans  changer  le  nomlDre  des 
solutions.  Pour  justifier  cette  supposition,  il  faudrait  entrer  dans 
quelques  développements  que  j'omets  ici.  Le  nombre  des  points  L, 
qui  correspondent  à  un  point  A,  est  égal  au  nombre  des  courbes  C 
dont  la  tangente  en  P  passe  en  A.  Donc  le  nombre  A  est  égal  à 
(j)(/i— i). 

Je  clierclic  maintenant  ?..  Le  point  A  peut  être  stationnaire  de 
deux  manières  difierentes  :  i"  si  la  courbe  C  est  stationnaire,  c'est- 
à-dire  si  elle  a  un  contact  d'ordre  n  avec  S.  Le  nombre  des  courbes  C 
satisfaisant  à  cette  condition  est  cp(n);  2°  si  la  tangente  en  P  est 
stationnaire,  sans  que  la  courbe  C  le  soit  elle-même.  Alors  deux 
courbes  C  consécutives  sont  tangentes  en  P  à  la  même  droite.  Une 
courbe  quelconque  du  faisceau  qu'elles  déterminent  a,  au  point  L 
correspondant,  un  contact  d'ordre  [n  —  2)  avec  S.  Mais,  parmi  les 
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courbes  de  ce  faisceau,  il  en  est  uuc  qui  passe  par  un  point  arbi- 
trairement donné.  Donc  le  nombre  des  points  A,  qui  sont  station- 
naircs  de  celte  seconde  manière,  est  (^[ii  —  2).  L'égalité  (19)  donne 

donc 

o(n)  -{-  (f>{n  —  2)  =c  —  2/?i  +  2o(/i  —  i). 

On  pourr  a  par  là  calculer  9(«)  si  l'on  connaît  cp(o).    Or,  par 

t-ln. ! —  points,  passe   une  courbe  do  degré  p.  Elle  coupe  S  en 

w^.  points.  Donc  <f{o)  =  nii)..  En  partant  de  cette  valeur,  on  calcu- 
lera de  proche  en  proche  Ç'(i),  ^(2),.  .  . ,  et  l'on  obtiendra 

(20)  o[n]-=—- -[c  —  2w) +(n -H  1) wp.. 

On  remarquera  que  la  démonstration  ne  s'applique  pas  au  cas  où  n 
a  sa  valeur  maxima,  qui  est  — ^- -1  cas  dans  lequel  la  for- 
mule (20)  est  cependant  exacte  encore. 

La  formule  (20)  donne  le  nombre  des  courbes  de  degré  [).  qui 

u.(a  -h  3)  .  j  ,  7 

passent  par  —^ —  —  n  points  donnes  et  ont  auec  une  courbe 

donnée  S^  de  degré  ni  et  de  classe  c,  des  contacts  d'ordre  n^  sous 
la  condition  que  la  courbe  S  Jie  possède  que  des  branches  simples. 
Dans  le  cas  où  S  ne  contient  aucune  singularité,  la  formule  {20)  a 
été  donnée  par  M.  de  Jonquières  (  *).  Dans  une  autre  occasion,  j'en 
donnerai  une  démonstration  très-différente  et  beaucoup  plus  com- 
plète. Je  signalerai,  en  même  temps,  quelques  cas  où  cette  formule 
semble  en  défaut,  et  j'expliquerai  les  causes  qui  produisent  cette 
circonstance  5  mais  ici  j'ai  voulu  simplement,  par  une  application  si 
importante,  montrer  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  formule  (19)- 


(')  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences,  iSGo. 


-  42 


Sur  la  déteimiination  d'une  courhe  par  une  propiiété 
de  ses  tangentes  ;  ^diV  M.  H.  Brocard. 

(Séance  du  i5  décembre  1875.) 

Voici  un  exemple  très-simple  d'une  détermination  de  ce  genre, 
qui  oilre  un  certain  intérêt. 

Soient  YOX  (^)  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
MT  une  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  MC,  A,  A'  deux 
points  de  OX  symétriques  par  rapport  à  l'origine  et  à  une  dis- 
tance rt,  B,  B'  leurs  projections  sur  MTj  DM  l'ordonnée  de  M, 
OD  son  abscisse. 

1 .  On  donne,  en  premier  lieu,  la  condition 

(i)  AB-A'B'  =  DM. 

L'équation  de  la  tangente  MT  étant 

^->-=^(^— '• 

la  condition  (i)  devient,  en  posant  -^  =  /^, 

-  i/i  H-  p^=  2a, 
P 

qui  exprime  que  la  tangente  MT  aune  longueur  constante  2rt.  La 
courbe  chercliée  est  donc  une  tracLrice  ou  courhe  aux  tangentes 
égales. 

Cette  courbe  est  également  : 

1°  La  développante  de  la  chaînette 

y=.a\e"  -h  e    "  ); 
2°  La  trajectoire  orthogonale  des  circonférences 

[x  —  c)^  + j'=  4^" 


de  ra 


yon  ?,a; 


(')  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  fijurc. 
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3°  La  trajectoire  du  point  M  entraîné  par  un  fil  inextensible  MT, 
dont  l'extrémité  T  décrit  OX. 

ylinsi,  dans  une  tractrice,  la  différence  des  distances,  à  une 
tangente,  des  points  de  OX  situés  à  une  distance  de  l'origine 
égale  à  la  moitié  du  paramètre  de  la  courbe,  est  égale  à  l'ordon-' 
née  du  poiiit  de  contact. 

C'est,  au  reste,  ce  que  l'on  peut  démontrer  aisément  par  de  sim- 
ples considérations  géométriques. 

Soit  E  la  projection  de  A'  sur  AB.  Ou  a 

EA  =  AB  — A'B'. 

Les  deux  triangles  rectangles  ]\iDT,  AA'E  sont  égaux  comme  ayant 

l'hypoténuse  égale,    MT  =  2«  =  AA',  et  l'angle   ËA'A  =  MTD. 
Ainsi  EA  =  MD. 

Remarque.  —  Soient  I  le  milieu  de  MD,  C  sa  projection  sur 
MT.  Le  point  E  est  évidemment  sur  la  ligne  EC  parallèle  à  AA'. 

De  ce  qui  précède,  on  déduit  une  construction  de  la  tangente  k  la 
tractrice  en  un  point  donné  M.  Pour  l'obtenir,  on  décrit  une  cir- 
conférence A'EA,  ayant  O  pour  centre  et  la  moitié  du  paramètre 
pour  rayon.  Du  point  A,  on  mène  la  corde  AE  =  MD.  La  tan- 
gente MT  est  perpendiculaire  à  la  corde  EA,  prolongée  s'il  est  né- 
cessaire. Comme  vérification,  ou  doit  avoir 

MT  =  AA'=2«. 

2,  On  donne,  en  second  lieu,  la  condition 

AB'  — AB  =  OD 

ou 

\ji-^p- 
équation  différentielle  d'une  circonfi^rence 

^5  _^  ^,2  __  ^  ^-î 

de  rayon  2^,  sur  le  diamètre  XOX'  de  laquelle  on  a  pris  deux 
points  A,  A',  à  une  distance  a  de  l'origine,  moitié  du  rayon. 

Ainsi^  dans  une  circonférence  de  cercle^  la  différence  des  dis- 
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tances,  à  une  tangente,  des  points  du  diamètre  situés  à  une  dis- 
tance du  centre  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle,  est  égale  à 
V abscisse  du  point  de  contact. 

Il  est  encore  très-facile  d'établir  cette  propriété  de  la  circonfé- 
rence. 

Conservant  les  mêmes  notations,  les  deux  triangles  MOD,  AEA' 
sont  égaux  comme  ayant  l'hypoténuse  égale,  0M=2a=AA'et 

l'angle  ÊÎa=  MOD.  Ainsi  A'E  =  OD. 

3.  On  peut  rapprocher  de  cet  exemple  la  propriété  suivante  de 
la  parabole,  dont  OX  est  l'axe  et  O  le  foyer  : 

AB  — Â'B'  =consl., 

qui  fait  l'objet  de  la  question  HOo,  que  j'ai  proposée  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  et  qui  a  été  résolue  p.  285, 
année  iSyS,  de  ce  même  Recueil. 

4.  La  condition 


AB  +A'B'  i^consl.  — 26= 
aurait  donné 

[px  —  r)'-+-  /'^«'_  .5 

ou 

p^[x''-h  «'—  b^)  —  9.pxy  4-  j'—  b'=  o; 


d'où  l'hyperbole 


b'       b-  —  a 
enveloppe  de  la  droite 


r  =  pxzh s/b' [i  -h  p^)  —  a^p' . 
Celte  hyperbole  a  ses  foyers  sur  XOX'. 
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Sur  une  surface  remarquable  du  huitième  degré  ; 
par  M.  H.  Picquet, 

(Séance  du  i5  décembre  1875.) 

1.  Afin  de  pouvoir  donner  la  définition  de  cette  surface,  nous 
commencerons  par  rappeler  les  tliéorèmes  fondamentaux  de  la 
théorie  des  systèmes  linéaires  de  coniques  et  de  surfaces  du  second 
degré. 

Une  conique  est  dite  harmoniquement  circonscrite  à  une  autre 
lorsqu'on  peut  lui  inscrire  un  triangle  conjugué  à  la  seconde.  Le 
problème  est  alors  possible  d'une  infinité  de  manières,  et  la  polaire, 
par  rapport  à  la  seconde,  d'un  point  quelconque  de  la  première,  coupe 
les  deux  courbes  en  quatre  points  conjugués  harmoniques. 

La  seconde  conique  est  harmoniquement  inscrite  à  la  première, 
c'est-à-dire  qu'on  peut  lui  circonscrire  un  triangle  conjugué  de  la 
première.  Le  problème,  lorsqu'il  est  possible  d'une  façon,  admet 
aussi  une  infinité  de  solutions,  et  les  tangentes  menées  aux  deux 
courbes  du  pôle  par  rapport  à  la  première  d'une  tangente  quel- 
conque de  la  seconde  forment  un  faisceau  harmonique. 

On  dit  encore  que  ces  deux  courbes  se  partagent  harmonique- 
ment ou  forment  un  sjstème  harmonique. 

Relativement  à  deux  surfaces  du  second  degré,  les  définitions 
sont  les  mêmes;  il  suffit  de  remplacer  le  triangle  conjugué  par  le 
tétraèdre  conjugué.  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  par- 
tagent harmoniquement,  le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  de 
celle  qui  est  harmoniquement  circonscrite  par  rapport  à  l'autre 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  formant  un  système 
harmonique,  et  il  en  est  de  même  des  cônes  circonscrits  aux  deux 
surfaces,  ayant  pour  sommet  commun  le  pôle  par  rapport  à  la  pre- 
mière d'un  plan  tangent  quelconque  de  la  seconde,  c'est-à-dire 
qu'un  plan  quelconque  coupe  ces  cônes  suivant  deux  coniques  for- 
mant système  harmonique. 

Si 

S,  =  o,     Sa  =  o,      . .  . ,     Sy,  =  o 

sont  les  équations  cartésiennes  de  p  coniques,  ou  de  p  surfaces  du 
second  degré,  elles  définissent  un  système  linéaire  ponctuel  d'ordre 
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p  —  I  dont  l'équation  générale  cartésienne  est 

X  s,  +  X.  S3  + . . .  +  Ip  %p  =  o, 

p  étant  inférieur  ou  égal  à  5  pour  les  coniques,  et  à  9  pour  les  sur- 
faces. Ces  courbes  ou  surfaces  satisfont  à  5  —  p-\-io\i  à  g  —  p  -+■  i 
conditions,  qui  sont  d'être  liarmoniquement  circonscrites  à  5  —  p-hi 
coniques  ou  à  9  —  /?  +  i  surfaces. 

Un  système  linéaire  ta/igentiel  est  défini  de  même  par  des 
équations  tangenti elles.  Ses  courbes  ou  surfaces  satisfont  à  5  —  p-hi 
ou  à  9 — p -h  I  conditions,  qui  sont  d'être  liarmoniquement  in- 
scrites à  5  — p-\-  i  coniques  ou  à  9  — />  -1-  i  sui'faces. 

A  un  système  de  l'une  des  deux  espèces  correspond  un  système 
de  l'autre  qui  est  dit  son  système  contJ'ei^ariani  :  les  deux  systèmes 
sont  tels  que  toutes  les  courbes  ou  surfaces  du  système  ponctuel 
sont  liarmoniquement  circonscrites  aux  courbes  ou  surfaces  du 
système  tangentiel,  lesquelles  sont,  par  conséquent,  liarmonique- 
ment inscrites  aux  premières.  La  somme  des  ordres  des  deux  sys- 
tèmes est  égale  à  4  dans  le  cas  des  courbes,  et  à  8  dans  le  cas  des 
surfaces. 

Étant  donnés  une  conique  et  un  point,  il  existe  toujours  un  cercle 
et  un  seul  ayant  pour  centre  le  point  et  liarmoniquement  inscrit  à 
la  conique.  Si 

f  [x  —y]  =  kx''  +  7.^xy  -f-  Cj=-i-  aJ)x  +  2E  j  +  F  =  o 
est  l'équation  cartésienne  de  la  conique,  et  si  a,  j3  sont  les  coordon- 
nées du  point,  le  carré  du  rayon  est  égal  à    }_!_!^-'  Le  rayon  du 

cercle  est  dit  la  puissance  du  point  par  rapport  à  la  conique.  Si  la 
conique  est  une  liyperbole  équilatère,  la  puissance  d'un  point  quel- 
conque du  plan  est  infinie,  à  moins  que  le  point  soit  sur  la  courbe, 
auquel  cas  elle  est  indétcriuinée. 

Le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  coniques 
est  l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  leurs  points  communs. 
Tous  les  points  de  cette  courbe  jouissent  de  la  même  propriété  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  système  ponctuel  du  premier  ordre 
OM  faisceau  ponctuel  défini  par  les  deux  premières  coniques,  sys- 
tème de  coniques  ayant  quatre  points  communs.  Chaque  point  de 
la  courbe  étant  le  centre  d'un  cerch;  liarmoniquement  inscrit  à 
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toutes  les  courbes  du  système,  on  voit  que  cette  hyperbole  équila- 
tère  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  du  système  contrevariant. 

Lorsque  deux  surfaces  forment  un  système  liarmonique,  celle  des 
deux  surfaces  qui  est  liarmoniquement  inscrite  peut  se  réduire  à 
une  conique;  alors  cette  conique  est  harmoniquement  inscrite  à  la 
conique,  section  de  l'autre  surface  par  son  plan. 

2.   Cela  posé,  considérons  le  faisceau  ponctuel  de  surfaces 

Il  Si    -+-   ^2  S2   =  0, 

système  de  surfaces  ayant  une  biquadratique  gauche  commune  et 
défini  par  les  deux  surfaces  Si  et  S^.  Un  plan  quelconque  les  coupe 
suivant  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  et  il  résulte  de  ce  qui 
vient  d'être  dit  que  toutes  les  courbes  du  système  plan  contrevariant 
de  ce  faisceau  peuvent  être  considérées  comme  surfaces  harmoni- 
quement inscrites  à  toutes  celles  du  faisceau,  et  font  conséquem- 
ment  partie,  à  titre  de  surfaces,  du  système  tangentiel  du  septième 
ordre  contrevariant  du  faisceau  considéré.  En  particulier,  on  voit 
qu'il  y  a  dans  chaque  plan  de  l'espace  une  infinité  de  cercles  fai- 
sant partie  du  système  contrevariant,  cercles  dont  le  lieu  des  cen- 
tres est  une  hyperbole  équilatère. 

Proposons-nous  d'étudier  les  cercles  de  ce  système  qui  ont  pour 
centre  un  point  donné  de  l'espace.  Le  plan  d'un  de  ces  cercles  cou- 
pera le  faisceau  de  surfaces  suivant  un  faisceau  de  coniques,  sur 
l'hyperbole  équilatère  duquel  sera  situé  son  centre  qui  est  le  point 
donné  -,  mais  la  courbe  du  faisceau  qui  passe  par  le  point  donné 
correspond  à  la  surface  du  faisceau  qui  passe  par  ce  point.  Suppo- 
sons que  ce  soit  la  surface  Sj-,  le  plan  considéré  coupera  donc  la 
surface  Sj  suivant  une  hyperbole  équilatère,  d'où  il  résidte  que  les 
plans  des  cercles  considérés  ne  sont  autres  que  les  plans  des  sections 
équilatères  de  la  surface  Si,  et  enveloppent  conséqucmment  un 
cône  du  second  degré. 

Théop^me  I.  —  Les  cercles,  ayant  pour  centre  un  point  donné 
de  l'espace  et  appartenant  à  un  système  tangentiel  du  septième 
ordre,  sont  situés  dans  des  plans  qui  ens^eloppent  un  cône  du  second 
degré,  enveloppe  des  sections  équilatères  de  la  sur/ace  qui  passe 
par  le  point  donné  et  qui  appartient  au  faisceau  ponctuel  contre- 
variant. 
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3.  Dans  chacun  de  ces  plans  est  situé  un  cercle  du  système  j  il 
engendre  donc  une  surface  que  nous  allons  étudier. 

Des  considérations  analytiques  et  géométriques  nous  serviront 
dans  cette  reclierclie.  Pour  nous  servir  d'abord  des  premières, nous 
prendrons  pour  origine  le  point  considéré  et  des  axes  rectangu- 
laires parallèles  aux  axes  de  la  surface  du  faisceau  passant  par  ce 
point.  Le  cône  enveloppe  des  plans  des  cercles  a  alors  pour 
équation 

r- 1 -^ 1 —j-  =  o, 

o,  -\-  Cl        Cl  ■+•  cil        cil  -+-  Oi 

en  supposant  que  l'équation  de  la  surface  soit 

S,  =  Uix^  -+-  bif-  H-  <?,  2=*  +  2/7,^  H-  2^,  j  +  2  r,  s  H-  c?,  =  o. 

Les  plans  des  cercles  seront  alors  tous  les  plans  tangents  à  ce  cône, 
c'est-à-dire  tous  les  plans 

(i)  a:c  +  |3j  -t- y2  =  o, 

pour  lesquels  «,  j3  et  y  satisferont  à  la  relation 

(2)  a'(6, -f-c)  +  j3^(c,  H-a,] +7^(a, +  6,)  =0; 

et  cliaque  cercle  sera  donné  par  l'intersection  du  plan  (i)  avec  une 
sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  la  puissance  de 
l'origine  par  rapport  à  toutes  les  sections  du  plan  par  les  surfaces 
du  faisceau.  Cette  puissance  est  la  môme,  puisque  l'origine  est  sur 
l'hyperbole  équilatère  du  faisceau  plan,  et  peut  se  définir  par  celle 
de  l'origine  par  rapport  à  la  section  du  plan  par  la  surface  S2  qui, 
avec  la  surface  Si,  définit  le  faisceau.  Soit 

S2  =  «2^^  H-  hîX'  +  Cj 2'  H-  1 1jj-z  -+-  2  niî  z X 

+  2  n^xf  H-  2^2  X  -\-  -x  q^y  -\- 1 1\  z  +  i  =0 

l'équation  de  cette  surface  ;  la  puissance  p  de  l'origine  par  rapport 
à  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  (i)  est  facile  à  calculer  par 
les  formules  d'Eulcr,  et  est  donnée  par  la  formule 

I  p'[«2([3'  +  y')  +  è2(y'  +  a=)-4-c,(a^+(3=) 

(  H- 2 /,  j3y -t- 2  m,ya  + 2 «5  a  p]  =  a=  +  (3'4-y'; 

la  sphère  cherchée  aura  alors  pour  équation  l'équation  précédente 
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où  l'on  supposera  que  p^  est  égal  à  x^  -i-j^  -\-z^^  et  le  lieu  cherché 
s'obtiendra  en  éliminant  a,  [3,  y  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3). 
Les  règles  de  l'élimination  font  voir  que  le  résultant  sera  du  qua- 
trième degré  en  x,j)  ,  c,  qui  sont  les  coellicients  de  (i)  et  du  second 
degré  en  p^  qui  entre  au  premier  dans  les  coeiïicients  de  (3);  en 
somme,  l'équation  résultante  sera  du  huitième  degré,  homogène  et 
du  quatrième  degré  en  J?,j>'',  -  ;  mais  elle  renfermera  des  tenues  de 
degrés  o,  i  et  2  en  p^, puisque  les  roefficients  de  (3)  ne  sont  pas  ho- 
mogènes en  p^.  • 

4.  Avant  de  pousser  plus  loin  l'étude  de  notre  surface,  remar- 
quons la  forme  de  l'équation  (3).  Si  l'on  vient  à  y  supposer  que  p 
ait  une  valeur  constante,  on  voit  que  les  coefiieients  a, /3,  y  du 
plan  (i)  seront  liés  par  cette  relation  (3)  qui  est  du  second  degré; 
d'où  il  résulte  que  ce  plan  enveloppera  un  cône  de  seconde  classe 
dont  l'équation  tangcntielle  est  précisément  l'équation  (3).  Nous 
connaissions  déjà  la  propriété  pour  le  cas  où,  p  étant  infini,  la  sec- 
tion de  la  surface  83  par  le  plan  (i)  devient  une  hyperbole  équila- 
tère;  elle  se  généralise  pour  une  valeur  quelconque  de  p,  et  l'on  voit 
que  : 

Théorîîme  II.  —  Les  plans,  passant  par  un  j)oint  donné,  (/ui 
coupent  une  surface  du  second  degré  suwant  des  courbes  par  rap- 
port auxijuellas  ce  point  a  une  puissance  donnée,  enveloppent  un 
cône  du  second  degré. 

Si  maintenant,  dans  l'équation  (3),  on  attribue  successivement 
à  p  toutes  les  valeurs  possibles,  cette  équation  tangentielle  repré- 
sentera une  série  de  cônes  ayant  quatre  plans  tangents  communs, 
puisqu'elle  ne  renferme  qu'un  paramètre  variable  p^,  au  premier 
degré  :  ce  sont  les  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes 

«2  (  P'  H-  y')  +  62  (  y'  +  a')  -i-  c.  [a?  H-  (3-)  +  2  i,  |3y  4-  2  /?«  j  y  a  +  2  n.  «jS  =  0, 

a'  +  Çi^  +  y-  =  o. 

Le  premier  est  le  cône  enveloppe  des  sections  équilatères  de  Sj, 
puisqu'il  correspond  à  ^-=00,  et  l'on  reconnaît  dans  le  second 
l'équation  tangentielle  du  cercle  de  l'inlini,  lequel  correspond  par 
conséquent  k  p^  =  o\  d'où  il  suit  immédiatement  que  les  quatre 
plans  tangents  communs  sont  imaginaires  et  que  les  cônes  ont 
mêmes  lignes  focales. 

IV.  4 
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Théorème  III.  —  Lorsque  la  puissance  prend  toutes  les  'valeurs 
possibles,  les  cônes  enveloppes,  correspondant  à  chaque  'valeur 
de  la  puissance,  ont  les  niênies  lignes  focales. 

Les  lignes  focales  communes  ne  sont  autres  que  les  six  droites 
d'intersection  deux  à  deux  des  quatre  plans  tangents  communs^  il 
y  en  a  quatre  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  si  les  cônes 
sont  réels,  ce  qui  peut  ne  pas  arriver.  Quoi  qu'il  en  soit,  cliaque 
couple  de  lignes  focales  est  un  cône  du  système,  et  les  plans  enve- 
loppes correspondants  soiA  ceux  qui  passent  par  l'une  ou  par  l'autre 
ligne  focale  du  couple.  On  arrive  donc  à  cette  conséquence  remar- 
quable : 

Théorème  IV.  —  Par  chaque  point  de  l'espace,  on  peut  mener 
trois  couples  de  droites  de  directions  constantes,  dont  U7i  seul  peut 
être  réel,  et  tels  que,  dans  chaque  couple,  tous  les  plans  qui  passent 
par  l'une  ou  l'autre  des  droites  du  couple  coupent  une  surface  du 
second  degré  donnée  suivant  des  coniques  par  rapport  auxquelles 
le  point  considéré  a  une  puissance  constante.  Ces  six  droites  sont 
les  lignes  focales  du  cône  enveloppe  des  sections  équilatères  dont 
les  plans  pas  se  Jit  par  le  point. 

5.  jVous  allons  maintenant  cherclier  géométriquement  les  pro- 
priétés de  notre  surface  que  nous  désignerons  parSg  :  i°par  rapport 
au  plan  de  l'infini-,  2°  par  rapport  à  une  sphère  arbitraire  ayant 
son  centre  à  l'origine  5  3"  par  rapport  au  plan  du  cercle  générateur; 
4°  par  rapport  au  cône  C,  enveloppe  de  ce  plan. 

Par  chaque  point  tt  du  cercle  de  l'infini  on  peut  mener  deux 
plans  tangents  au  cône  C  :  dans  chacun  d'eux,  tous  les  cercles  pos- 
sibles passant  par  le  point  tt,  il  en  résulte  que  le  cercle  générateur 
de  la  surface  passe  deux  fois  par  le  point  tt  :  le  cercle  de  l'infini  est 
donc  une  ligne  double  de  la  surface.  C'est  aussi  ce  que  fait  voir  l'é- 
quation de  la  surface, puisque  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont 
le  produit  de  p*  ou  [x'^  -\-j'^  -h-  -')^  par  une  fonctionyi  homogène 
et  du  quatrième  degré  en  x^y.  z  :  p*  donne  deux  fois  le  cercle  de 
l'infini;  de  plus,  les  deux  nappes  de  la  surface  qui  se  croisent  sui- 
vant cette  courbe  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre,  et  chaque  point 
est  un  point  de  rebroussemcnt,  car  l'équation  ne  renferme  pas  de 
termes  de  degré  impair  ;  si  donc  on  coupe  la  surface  par  le  plan 
des  jy,  par  exemple,  l'expression  (^'+j')'  donnera  non-seule- 
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ment  quatre  directions  asympto tiques,  mais  aussi  les  quatre  asym- 
ptotes correspondantes  de  la  section.  Chaque  point  du  cercle  de  l'in- 
fini est  donc  un  point  double  pour  lequel  les  deux  plans  tangents 
coïncidenl,  c'est-à-dire  un  point  de  rcbroussement. 

Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  la  fonction  f:,  doit  se 
décomposer  en  quatre  facteurs  réels  ou  imaginaires.  Abstraction 
faite  du  cercle  de  l'infini  qui  est  fourni  par  les  ombilics  du  cercle 
générateur,  la  surface  ne  peut,  en  elï'et,  avoir  de  points  à  l'infini 
qu'autant  que  le  rayon  variable  du  cercle  générateur  devient  infini 
lui-même.  11  faut  donc  clicrclicr,  parmi  toutes  les  sections  équila- 
tères  de  la  surface  Si,  sections  passant  par  l'origine,  quelles  sont 
celles  qui  coupent  la  surface  Sa  suivant  des  courbes  pour  lesquelles 
la  puissance  de  l'origine  est  infinie.  Or  la  puissance  d'un  point 
situé  à  distance  finie  ne  saurait  être  infinie  que  si  la  courbe  est  une 
hyperbole  équilatère^  les  plans  cliercliés  sont  donc  parallèles  aux 
directions  de  sections  équilatères  communes  aux  deux  surfaces. 

Ces  plans  P  sont  réels  ou  imaginaires,  et  chacun  d'eux  fournit  un 
cercle  de  rayon  infini,  ayaat  son  centre  à  l'origine,  c'est-à-dire  une 
droite  à  l'infini.  La  section  complète  de  la  surface  par  le  plaji  de 
l'infini  se  compose  donc  de  deux  fois  le  cercle  de  l'infini  et  de  ([uatre 
droites.  Ainsi  : 

Théokème  V.  —  La  surface  engendrée  par  les  cercles  d'un 
sjstème  tangentiel  du  septième  ordre,  qui  ont  pour  centre  un  point 
donné  de  l'espace,  est  une  surface  du  huitième  degré,  admettant 
le  cercle  de  l'infini  pour  courbe  de  rebroussement,  et  ayant  dans 
le  plan  de  l'infini  quatre  droites,  correspondant  respectivement 
aux  quatre  directions  de  sectioJis  équilatères  communes  aux  sur- 
faces du  faisceau  ponctuel  contrevariant. 

Ces  quatre  directions  de  plans  peuvent  encore  être  définies  par 
la  propriété  dont  jouit  un  plan  parallèle  quelconque  de  couper  la 
biquadratique  commune  aux  surfaces  du  faisceau  suivant  quatre 
points  dont  l'un  quelconque  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  des  trois  autres. 

6.  Une  sphère  quelconque  doit  couper  la  surface  suivant  une 
courbe  du  seizième  degré,  comprenant  deux  fois  le  cercle  de  l'in- 
fini 5  il  restera  donc  une  courbe  du  douzième  degré  à  distance  finie. 
Si  elle  a  pour  centre  l'origine,  elle  sera  tangente  aux  deux  nappes 

4. 
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de la  surface  tout  le  long  du  cercle  de  l' infini  qui  comptera  alors 
quatre  fois,  et  il  restera  une  courbe  du  huitième  degré  à  distance 
finie.  Cette  courbe  se  compose  de  quatre  grands  cercles.  En  eiî'et, 
les  équations  (2)  et  (3)  fournissent,  pour  une  valeur  donnée  de  p, 
quatre  valeurs  proportionnelles  de  a,  (5,  y,  lesquelles  substituées 
dans  (i)  donnent  quatre  plans.  La  puissance  p  dans  toute  l'étendue 
de  sa  variation  passe  donc  quatre  fois  par  une  valeur  donnée,  et 
les  quatre  cercles  correspondants  sont  à  la  fois  sur  la  surface  et  sur 
la  sphère 

Leurs  plans  sont  les  quatre  plans  tangents  communs  au  cône  C, 
enveloppe  du  plan  du  cercle  générateur,  et  au  cône  représenté  par 
l'équation  tangentielle  (3)  dans  laquelle  on  a  substitué  à  p  la  valeur 
considérée. 

Théoiiè;me  VL  —  L'intersectioJi  de  la  surface  avec  une  sphère 
concejitritjue  se  compose  de  quatre  fois  le  cercle  de  l'infini  et  de 
quatre  grands  cercles  de  la  sphère. 

En  particulier,  la  puissance  p  devient  quatre  fois  infinie,  ce  que 
nous  savons  déjà,  et  passe  quatre  fois  par  la  valeur  zéro-,  mais  les 
plans  correspondant  à  ce  dernier  cas  sont  imaginaires,  puisque, 
pour  cette  valeur  particulière  de  p,  l'équation  tangentielle  (3)  re- 
présente le  cercle  de  l'infini  :  ce  sont  les  quatre  plans  tangents 
communs  au  cône  C  et  au  cercle  de  l'infini  5  d'où  il  résulte  que  : 

Théorème  VIL  — Le  centre  de  la  surface  est  un  point  singulier 
isolé,  pour  lequel  le  cône  tangent  se  compose  de  quatre  plans  ima- 
ginaires. 

7.  Examinons  maintenant  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
d'un  cercle  générateur.  La  section  étant  du  huitième  degré  et  le 
cercle  en  faisant  partie,  le  reste  de  la  courbe  sera  une  courbe  du 
sixième  degré,  lieu  des  points  d'intersection  avec  le  plan  considéré 
de  tous  les  autres  cercles  générateurs,  et  ayant  un  point  isolé  qua- 
druple à  l'origine.  Il  est  facile  de  trouver  ses  points  d'intersection 
avec  le  cercle  générateur-,  car,  si  un  autre  cercle  générateur  ren- 
contre le  premier  en  un  point,  comme  ils  ont  même  centre,  ils  au- 
ront même  rayon  et  seront  tous  les  deux  sur  la  sphère  corrcspon- 
danl  à  cette  valeur  de  p.   On  aura  donc  les  points  cherchés,  en 
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prenant  les  points  d'intersection  du  cercle  considéré  avec  les  droites 
suivant  lesquelles  son  plan  coupe  les  plans  des  cercles  générateurs 
de  même  rayon.  Ces  plans  sont  au  nombre  de  quatre  :  trois  d'entre 
eux  fourniront  trois  droites  et  six  points  d'intersection  j  le  qua- 
trième est  le  plan  considéré  qui,  pris  avec  lui-même,  se  coupe  sui- 
vant sa  droite  de  contact  avec  son  cône  enveloppe,  c'est-à-dire  la 
génératrice  suivant  laquelle  il  touche  le  cône  C.  On  aura  donc 
ainsi  huit  points  d'intersection  à  distance  finie  :  la  courbe  du  sixième 
degré  étant  doublement  tangente  au  cercle  générateur  aux  points 
circulaires  de  l'infini  de  son  plan,  les  quatre  autres  points  sont  deux 
fois  les  ombilics  du  plan. 

Théorème  VIII.  —  Le  plan  d'un  cercle  générateur  coupe  la 
surface  suivant  ce  cercle  et  suivant  une  courbe  du  sixième  degré 
ayant  un  point  quadruple  isolé  à  l'origine,  doublement  tangente 
au  cercle  générateur  à  V infini,  et  dont  les  huit  autres  points  d' in- 
tersection avec  ce  cercle  sont  :  deux  sur  la  génératrice  de  contact 
du  plan  du  cercle  avec  le  cône  C,  et  les  six  autres  sur  les  trois 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  du  cercle  coupe  les  plans  des 
trois  cercles  générateurs  de  même  rayon. 

Si  le  plan  du  cercle  est  un  des  quatre  plans  P  (5),  les  points  à 
distance  finie  s'en  vont  à  l'infini  sur  les  quatre  droites  correspon- 
dantes qui  deviennent  asymptotes  à  la  courbe  du  sixième  degré; 
quant  au  cercle,  il  est  tout  entier  à  l'infini. 

8.  La  surface  ne  peut  avoir  d'autres  points  communs  avec  le 
cône  C  que  ceux  qui,  dans  le  plan  du  cercle  générateur,  sont  à  l'in- 
tersection du  cercle  avec  la  génératrice  de  contact.  La  courbe  com- 
mune est  donc  le  lieu  obtenu  en  portant  sur  chaque  génératrice  du 
cône,  à  partir  du  sommet,  une  longueur  égale  à  la  puissance  cor- 
respondante. La  surface  ne  pénétrant  pas  à  l'intérieur  du  cône, 
cette  courbe  ne  peut  être  qu'une  courbe  de  contact  ou  une  courbe 
de  rebroussement.  C'est  une  courbe  de  contact,  car,  si  c'était  une 
courbe  de  rebroussement,  dans  le  plan  du  cercle  générateur,  ce 
cercle  serait  doublement  tangent  à  la  courbe  du  sixième  degré  sur 
la  génératrice  de  contact,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  On  voit,  au  contraire, 
que  ce  sont  deux  points  d'intersection  simples  qui  sont  alors  deux 
points  de  contact  du  plan  avec  la  surface.  Le  cône  C  étant  du  second 
degré,  sa  courbe  de  contact  avec  une  surface  du  huitième  degré  est 
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du  huitième  degré  :  la  courbe  a  d'ailleurs  quatre  points  à  l'infini, 
respectivement  sur  les  génératrices  de  contact  des  plans  de  sections 
équilatères  de  la  surface  Sg,  lesquels  comptent  chacun  pour  deux, 
parce  que  l'origine  est  au  centre  5  elle  passe  quatre  fois  à  l'origine, 
mais  d'une  façon  imaginaire,  les  quatre  génératrices  correspon- 
dantes étant  celles  pour -lesquelles  la  puissance  p  devient  nulle. 
Nous  verrons  aussi  plus  loin  que  la  longueur  p  admet  six  maxima 
ou  mini  ma. 

Théorème  IX.  —  La  surface  est  tangente  au  cône  C  tout  le 
long  d'une  courbe  du  huitième  degré,  sj-jnétrique par  rapport  au 
sommet  du  cône,  asymptote  à  quatre  génératrices  réelles  ou  ima- 
ginaires du  cône,  et  admettant  le  sommet  pour  point  multiple  du 
(juatrième  ordre  à  tangentes  imaginaires. 

9.  Le  plan  du  cercle  générateur  étant  bitaugeut  à  la  surface 
aux  deux  extrémités  du  diamètre  de  contact,  tous  les  autres  points 
doubles  de  sa  courbe  d'intersection  avec  la  surface  sont  fournis  par 
une  courbe  double.  ÎNégligeant  les  points  à  l'infini  qui  proviennent 
du  cercle  de  l'infini,  il  reste  à  distance  finie  six  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  du  sixième  degré  et  du  cercle,  plus  un  point  qua- 
druple à  l'origine  qui  compte  pour  six  points  doubles,  e7i  tout  douze 
points  doubles. 

Théorème  X.  —  La  surface  possède  une  courbe  double  du 
douzième  degré,  dojit  six  branches  imaginaires  se  croisent  à 
l'origine. 

iO.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  section  de  la  surface  par 
un  plan  quelconque  P.  Pour  cela,  nous  remarquerons  que  la  sur- 
face peut  être  définie  de  la  façon  suivante  :  on  considère  les  plans 
tangents  communs  au  cône  fixe  C  et  au  cône  variable  dont  l'é- 
quation (3)  est  l'équation  tangcntielle.  Une  valeur  de  p  détermine 
ce  cône  variable,  puisque  p  est  le  paramètre  variable  de  son  équa- 
tion, et  détermine  aussi  une  sphère  X' -h  J^ -\~  z- =  p- ,  dont  les 
cercles  d'intersection  avec  les  quatre  plans  tangents  communs  en- 
gendrent la  surface.  Dans  le  plan  P,  nous  aurons  pour  la  section 
de  la  surface  la  définition  suivante:  on  a  une  conique  fixe  Cj  et  une 
conique  variable  d'un  faisceau  tangentiel  dont  le  paramètre  va- 
riable cstp^-  la  courbe  est  engendrée  par  les  points  d'intersection 
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des  tangentes  communes   à  ces  deux  coniques  avec  le  cercle  de 
rayon  \]p" — p'  suivant  lequel  la  sphère  x'  +  r"  +  ^-  =  |0"  coupe  le 
plan  considéré  qui  est  à  une  distance  p  de  l'origine. 

Les  valeurs  remarquables  de  p^  sont  les  suivantes  : 

i**  0"  :=  o  à  laquelle  correspond  le  cercle  imaginaire  S|,  suivant 
lequel  le  plan  P  coupe  le  cône  a.'  -f-  (3^  H-  y-  =  o,  et  qui  fournit 
quatre  tangentes  communes  imaginaires^ 

2°  p-  =  co  à  laquelle  correspond  la  conique  Ej,  suivant  laquelle 
le  plan  P  coupe  le  cône  enveloppe  des  sections  équilatères  de  la 
surface  Sa,  et  qui  fournit  quatre  tangentes  qui  peuvent  être  réelles^ 

3°  Eniin,  les  trois  coniques  du  faisceau  réduites  à  deux  points, 
lesquelles  sont  les  intersections  du  plan  P  avec  les  lignes  focales 
communes  des  cônes  et  dont  une  seule  peut  être  réelle,  correspon- 
dent à  des  valeurs  de  p~  faciles  à  déterminer.  En  effet,  d'une  part  la 
puissance  de  l'origine  par  rapport  à  toutes  les  sections  de  So  passant 
par  une  de  ces  droites  est  constante  5  d'autre  part  cette  droite  est 
parallèle  à  l'un  des  plans  principaux  de  Sa  5  si  donc  on  considère  le 
plan  mené  par  cette  droite  parallèlement  h  ce  plan  principal,  il 
coupe  Sa  suivant  une  courbe  par  rapport  à  laquelle  la  puissance  de 
l'origine  est  la  puissance  cherchée.  On  a  donc  trois  valeurs  de  p, 
qui  sont  les  puissances  de  l'origine  par  rapport  aux  trois  sections 
parallèles  aux  plans  principaux,  à  chacune  desquelles  correspon- 
dent, comme  à  toutes  les  autres,  quatre  plans  tangents  au  cône  C; 
mais  alors  ces  quatre  plans  tangents  sont  menés  par  un  couple  de 
lignes  focales  conamunes  aux  autres  cônes. 

Il  y  a  encore  les  valeurs  maxima  et  minima  de  p  correspon- 
dant aux  maxima  et  aux  minima,  par  rapport  au  sommet  du 
cône  C,  de  la  courbe  de  contact  de  ce  cône  et  de  la  surface  Sg  :  nous 
allons  les  déterminer  en  même  temps  que  les  points  doubles  de  la 
section  plane.  Remarquons  pour  cela  que,  pour  qu'un  point  de  cette 
courbe  soit  double,  il  faut  que  les  deux  tangentes  menées  de  ce 
point  à  la  conique  Ci  correspondent  à  la  même  valeur  de  p--^  en 
d'autres  termes,  une  valeur  de  p^  donnera  un  point  double  lorsqu'im 
des  six  points  d'intersection  deux  à  deux  des  quatre  tangentes  cor- 
respondantes sera  un  point  de  la  courbe.  Il  suflit  donc,  pour  avoir 
les  points  doubles,  de  chercher  le  lieu  de  ces  points  d'intersection, 
et  les  points  communs  à  ce  lieu  et  à  la  courbe  j  mais  le  lieu  des 
ombilics  communs  à  la  conique  Ci  et  à  toutes  les  coniques  du  fais- 
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ceau  tangentiel  2i  -i-  p^  Sa  =  o  n'est  autre  que  la  licssienne  du 
réseau  tangentiel  détermine  par  les  trois  coniques  Ci,2i  et  Sj,  et 
dont  l'équation  générale  tangentielle  serait 

Tg  =  o  étant  l'équation  tangentielle  de  Cj.  Or  on  sait  que  cette 
courbe  est  du  troisième  degré,  que,  par  exemple,  les  trois  points  où 
elle  coupe  une  droite  quelconque  sont  les  trois  points  d'intersection 
de  cette  droite  avec  les  trois  autres  tangentes  communes  à  toutes  les 
courbes  du  réseau  tangentes  à  la  première  droite  5  il  en  résulte 
qu'elle  coupe  la  section  de  Ss  en  vingt-quatre  points,  qui  se  rédui- 
sent à  douze,  puisque  ce  sont  des  points  doubles. 

H.  Le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  base  celte 
courbe  du  troisième  degré  est  le  cône  liessien  du  réseau  tangentiel 
de  cônes  défuii  par  le  côneC  et  le  faisceau  tangentiel  (3)  :  c'est  lui 
qui,  par  son  intersection  avec  Sg,  détermine  la  ligne  double  de  cette 
surface,  laquelle  se  trouve  bien  être  du  douzième  degré  comme 
nous  l'avons  déjà  vu,  indépendamment  du  cercle  de  l'infini,  tout 
le  long  duquel  deux  nappes  de  la  surface  sont  circonscrites  l'une  à 
l'autre. 

Désignons  par  H  le  cône  liessien  dont  nous  allons  faire  une  étude 
spéciale.  On  voit  d'abord  qu'il  coupe  le  cône  C  suivant  six  géné- 
ratrices, qui  sont,  comme  l'apprend  l'étude  des  réseaux  plans,  les 
génératrices  de  contact  avec  ce  cône  des  six  cônes  du  faisceau  tan- 
gentiel (3)  qui  lui  sont  tangents.  Pour  un  de  ces  six  cônes,  les 
quatre  plans  tangents  qu'il  a  de  communs  avec  le  cône  C  se  rédui- 
sent à  trois,  deux  d'entre  eux  étant  venus  se  confondre  avec  le  plan 
tangent  le  long  de  la  génératrice  de  contact;  donc,  sur  les  quatre 
cercles  d'intersection  de  la  surface  Sg  avec  la  sphère  correspondante, 
deux  sont  confondus,  et  la  sphère  est  circonscrite  tout  le  long  d'un 
grand  cercle.  De  plus,  si  l'on  considère  la  génératrice  de  contact, 
on  voit  que  la  génératrice  infiniment  voisine  demeure  dans  le 
plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  et  fournit  la  même  valeur 
de  p^,  puisqu'elle  fournit  le  même  cône  dans  le  faisceau  tangentiel; 
donc  elle  correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  jO*. 
Ainsi  : 

Thkohème  XI.  —  La  courbe  de  contact  de  la  surface  Sg  avec  le 
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cône  C  admet  six  mnxima  ou  uiinirun,  par  rapport  au  sommet 
du  cône.  Les  valeurs  de  p^  correspondantes  fournissent  des  sphères 
tangentes  à  la  suj-Jace  le  long  du  cercle  générateur  correspon- 
dant, et  les  six  génératrices  du  cône  C  qui  en  résultent  sont  les 
droites  d' intersection  de  ce  cône  auec  le  cône  hessien  H. 

Le  réseau  de  coniques  2,  H- p- To -h).  Sa  =  o  donne  lieu  à  un 
réseau  ponctuel  contrevariant;  de  même,  le  réseau  des  cônes  qui 
ont  pour  sommet  l'origine  et  ces  coniques  pour  base  donne  lieu  à 
un  réseau  contrevariant,  formé  par  les  cônes  perspectifs  du  réseau 
ponctuel.  Pour  étudier  ces  deux  réseaux  de  cônes,  remarquons  que 
dans  le  réseau  tangentiel  se  trouve  le  cône  a'  +  £^  -4-  c^  =  o,  qui  a 
pour  base  le  cercle  de  l'infini^  tous  les  cônes  du  réseau  ponctuel, 
étant  liarmoniquement  circonscrits  à  ceux  du  réseau  tangentiel, 
seront  liarmoniquement  circonscrits  à  celui  d'entre  eux  qui  a  pour 
base  le  cercle  de  l'infini,  et  ne  pourront  être  conséquemment  que 
des  cônes  équilatères  (').  En  particulier,  les  couples  de  plans  qui 
font  partie  du  réseau  ponctuel  ne  pourront  être  que  des  couples  de 
plans  rectangulaires  5  considérons  donc  un  de  ces  couples  de  plans, 
lequel  étant  liarmoniquement  circonscrit  à  tous  les  cônes  du  réseau 
tangentiel  forme  couple  de  plans  conjugués  par  rapport  à  ces 
cônes  (^)5  il  est  donc  conjugué  par  rapport  au  cône  C  de  base  S3  et 
par  rapport  au  cône  C2  de  base  2,,  respectivement  enveloppes  des 
sections  équilatères  des  surfaces  Si  et  So  qui  définissent  le  faisceau. 
Il  en  résulte  que  la  droite  commune  à  ces  deux  plans  doit  être  une 
ligne  focale  d'un  des  cônes  du  faisceau  tangentiel  défini  par  les 
cônes  Cl  et  C2,  car  les  couples  de  plans  tangents  menés  par  cette 
droite  aux  cônes  de  ce  faisceau  étant  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  plans  rectangulaires,  il  y  a  un  de  ces  couples 
formé  par  les  plans  tangents  menés  par  la  droite  au  cercle  de  l'in- 
fini, d'où  il  suit  que  le  cône  correspondant  admet  la  droite  pour 
ligne  focale.  Le  cône  hessien  lieu  de  ces  droites  ne  diffère  donc 
pas  du  lieu  des  lignes  focales  des  cônes  du  faisceau  tangentiel 
(Cl,  C2).  On  voit  qu'ici  les  surfaces  Si  et  S*,  qui  déterminent  le 
faisceau  ponctuel  Xj  S,  H- 1^  S,  =  o,  jouent  absolument  le  même  rôle, 


C)  Foir  notre  Mémoire  Sur  les  invariants  coruinuns  à  dettx  fonctions  quadratiques 
{Comptes  rendus  du  Congrès  de  Lille,  \S~j!\,  p.  i23.^). 
(')  Ibid.,  p.  122.1. 
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et  l'on  doit  s'attendre  à  ce  qu'il  en  soit  de  même  de  toutes  les  au- 
tres surfaces  du  faisceau:  c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu.  L'équation 
tangentielle  du  cône  C  enveloppe  des  sections  équilatères  de  la  sur- 
face Si  étant 

a,  ((3'-!-y=)  -h  6,  ()/-  +  «')  H-c,  (a=~(3=)  -'n  2/,[3yH-  2m,ya-'-2n,a[3  =  o, 

on  voit  qu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients 
de  la  surface  Sj  5  si  donc  on  y  remplace  «j ,  èj ,  Cj , . . . ,  par  Xj  aj  -f-  ^2  «21 
^1  ^1  -h  ^2  ^27  Xj  Cl  -h  ^2  C2, . . . ,  elle  sera  du  premier  degré  en  Xi  et  Aj 
et  deviendra  l'équation  tangentielle  générale  des  cônes  d'un  fais- 
ceau tangentiel.  Donc  : 

ThéorÈ-aie  XII.  —  Tous  les  cônes  du  second  degj'é,  enveloppes 
respectives  des  sectiojis  équilatères  passant  par  un  point  donné  de 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  d'un  faisceau  ponctuel,  oJit 
quatre  plans  tangents  communs . 

C'est  précisément  le  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les  cônes  Ci 
et  C2  qui  correspondent  respectivement  aux  surfaces  Si  et  Sa.  Le 
cône  hessien  n'est  donc  autre  que  le  lieu  des  lignes  focales  des  cônes 
enveloppes  des  sections  équilatères  de  toutes  les  surfaces  du  fais- 
ceau ponctuel.  Ainsi  : 

Théorème  XIII.  —  Le  cône,  lieu  des  lignes  focales  des  cônes 
enveloppes  respectives  des  sections  équilatères ,  passant  par  un 
point  donné,  de  toutes  les  surfaces  d' U7i  faisceau  ponctuel,  est  un 
cône  du  troisième  degré  qui  passe  par  la  ligne  double  de  la  suj'- 
faceSs,  lieu  des  cercles  ayant  pour  centre  le  point  donné,  et  fai- 
sant partie  du  système  tangeiUiel  contrevariant  du  faisceau 
ponctuel. 

11  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  : 

TnÉOKiiME  XIV.  —  Dans  uji  faisceau  ponctuel  de  surfaces  du 
second  degré,  ilj  a  trois  suif  aces  pour  lesquelles  le  cône  enve- 
loppe des  sections  équilatères  se  réduit  à  deux  droites. 

Le  cône  H  fouil  encore  d'une  foule  de  propriétés  qui  se  dédui- 
sent trop  facilement  de  celles  de  la  cubique  plane  lieu  des  foyers 
des  coniques  tangentes  à  quatre  droites  pour  que  nous  insistions 
davantage.  Nous  ne  citerons  que  la  suivante  : 

Théorème  XV.  —  D'une  génératrice  fixe  du  cône  H,  on  voit 
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les  deux  lignes  focales  d'an  cône  (luelconque  du  faisceau  [Ci,  C2] 
sous  deux  plans  formant  un  angle  variable,  mais  dont  les  plans 
bissecteurs  restent  les  mêmes. 

Si  la  génératrice  fixe  décrit  le  cône  H,  les  plans  bissecteurs  en- 
veloppent un  cône  de  troisième  classe  ayant,  avec  le  premier,  neuf 
contacts,  dont  six  au  moins  sont  imaginaires,  et  qui  est  le  cône 
cayleyen  du  système. 


Sur  le  contact  des  courbes  planes  auec  les  coniques  et  les  courbes 
du  troisièîne  degré;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i5  décembre  1875.) 

i .  Parmi  les  espèces,  en  nombre  indéfini,  de  points  particuliers 
dont  la  théorie  du  contact  nous  révèle  l'existence  sur  les  courbes 
planes,  je  me  propose  ici  d'en  considérer  spécialement  deux.  J'en- 
visagerai les  points  en  lesquels  une  couibe  se  rapproche  plus  qu'en 
tout  autre  point,  en  premier  lieu  d'une  conique,  en  second  lieu 
d'une  courbe  du  troisième  degré  ou  cubique.  Les  premiers  ont  déjà 
attiré  l'attention  de  plusieurs  géomètres,  notamment  MM.  Cayley, 
Zeuthen,  Painvin.  Ils  ont  reçu  de  M.  Cayley  le  nom  de  points  sex- 
tactiques,  généralement  adopté.  Les  seconds  ne  me  paraissent  pas 
avoir  été  étudiés  jusqu'à  présent.  Le  problème  que  je  me  propose 
ici  consiste  à  trouver  le  nombre  de  ces  points  sur  une  courbe  algé- 
brique offrant  des  singularités  quelconques.  Pour  résoudre  ce  pro- 
blème, j'établirai  d'abord  une  proposition  générale,  propre  à  four- 
nir la  solution  de  beaucoup  de  questions  analogues.  Ce  sera  l'objet 
du  §  I.  Dans  les  §§  II  et  III,  je  résoudrai  le  problème  relatif  au 
contact  des  coniques,  puis  le  problème  relatif  au  contact  des  cu- 
biques, 

§1- 

2.  Soit  U(a7,  r)  =  o  une  équation  algébrique.  Je  suppose  que, 
pour  une  valeur  ^  de  la  variable  x,  les  racines  j^  se  répartissent  en 
divers  systèmes  circulaires.  On  sait  que  la  propriété  caractéristique 
de  ces  systèmes  circulaires  est  la  suivante  :  Soit  n  le  nombre  des 
racines  comprises  dans  l'un  d'eux;  ces  n  racines  forment,  pour 
les  petites  valeurs  de  [x  —  |),  U7ie  seule  et  même  fonction  sjiiec- 
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1 
tique  de  [x —  ^)" .  Par  suite,  ces  n  racines  sont  représentées  à  la  fois 
par  les  équations 

où  F(z)  est  une  fonction  synectique  pour  les  petites  valeurs  de  t, 
c'est-à-dire  développable  en  série  convergente  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  t.  Le  cas  où  des  racines  j^  seraient  infinies 
ne  fait  pas  exception.  La  fonction  F(t)  se  compose  alors  de  la  somme 
de  quelques  ternies,  dans  lesquels  les  exposants  de  t  sont  négatifs, 
et  d'une  série  convergente. 

Soit  maintenant  '^{x^j)  une  fonction  entière.  Si  l'oii  prend 
pour  X  une  valeur  quelconque,  et  pour  y  successivement  toutes  les 
racines  de  U  =  o,  on  obtient  la  résultante  en  x  des  équations 
$  =  o,  U  =  o,  en  égalant  à  zéro  le  produit  de  toutes  les  expres- 
sions de  $(x,  j)').  Soit  R(:i:)  =  o  cette  résultante,  sous  forme  en- 
tière \  on  a 

(2)  R(.r)  =  no(^,  r). 

Si,  dans  cette  identité,  on  fait  x  =  ^,  on  devra,  dans  le  second 
membre,  mettre  successivement  pour  j'  tous  les  développements 

tels  que  F[_(x  —  U' J-  Par  suite,  si  ^  est  une  racine  de  R(x),  voici 
comment  on  pourra  évaluer  l'ordre  de  multiplicité  de  cette  racine. 
Substituons  dans  ^[x^j)  à.rctj>^les  expressions  (1)5  ordonnons 
le  résultat  suivant  les  puissances  ascendantes  de  t.  Soit  //  le  degré 
de  t  au  premier  terme.  Soient,  de  même,  //,  A",.  .  .  les  nombres 
analogues  obtenus  en  considérant  les  autres  systèmes  circulaires  de 
racines  répondant  à  la  valeur  'i  de  x.  L'ordre  de  multiplicité  de  la 
racine  ^  de  R  (x)  est  égal  à  li  -H  11  -h  h"  -{- .  ... 

Pour  faciliter  le  langage,  je  dirai  que  le  nombre  h  est  l'ordre  de 
la  fonction  4>(a:,  j^)  relativement  nu  système  circulaire  (i).  On 
voit  que  la  somme  des  ordres  de  la- fonction  ^  relativement  à 
tous  les  sjstèmcs  circulaires  de  racines  j  r/<?  U  (x,  7')  =  o,  qui 
répondent  à  toutes  les  valeurs  fmies  de  x,  est  égal  à  la  somme 
des  ordres  de  multiplicité  des  racines  de  R(x),  c'est-à-dire  au 
degré  de  cette  résultante. 

Je  vais  transformer  ce  dernier  énoncé,  en  considérant  dans 
l'équation  {'.>.)  une  valeur  infiniment  grande  de  x.  Pour  une  telle 
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valeur  Je  a-,  les  racines  j  se  répartissent  en  groupes  dont  le  type 
est  contenu  dans  les  équations 

(3)  a;  =  i-'',    r=F(/), 

dans  lesquelles  n  est  un  entier  positif,  et  F  a  la  même  signification 
que  précédemment.  Je  substitue  dans  (2)  à  a:  et  y  les  expres- 
sions (  3  ) .  Soit  ( —  A  )  le  degré  de  L  au  premier  terme.  Soient  ( —  //), 
(  —  A"),  ...  les  nombres  analogues  obtenus  en  opérant  de  môme 
avec  les  autres  expressions  analogues  à  (3).  Le  degi^é  de  R(a:)  est 
A  +  A'-l-  A"  H-.  .  . .  J'applique  ici,  comme  on  le  voit,  un  procédé 
d'élimination  bien  connu. 

On  peut  considérer  les  équations  (  3  )  comme  cas  particulier  des 
équations  (i).  11  suffit  pour  cela  d'admettre  que,  dans  (i),  n  est  un 
entier  positif  ou  négatif.  Alors  le  nombre  ( —  A)  est,  d'après  la  dé- 
finition ci-dessus,  l'ordre  de  ^[x^j-]  relativement  au  système  cir- 
culaire (3).  Voici  donc  l'énoncé  que  j'obtiens  au  lieu  du  précé- 
dent : 

Théorème  I.  —  La  somme  des  ordres  d'une  Jonction  entière 
4>  (x,  7  ),  relativement  à  tous  les  systèmes  circulaires  de  racines  y 
d'une  équation  algébrique  \]{^x^j)  =  o,  correspondant  à  toutes 
les  valeurs  finies  ou  infinies  de  a:,  est  nulle. 

L'avantage  que  présente  cette  forme  d'énoncé  consiste  en  ce  que 
la  proposition  peut  de  la  sorte  être  étendue  à  des  fonctions  plus 
générales.  Soit,  par  exemple,  une  fonction  rationnelle,  quotient  de 
deux  fonctions  entières,  ^(x, /),  ô(a:,j').  L'ordre  du  quotient  re- 
lativement à  un  système  circulaire  est  égal  à  la  dillérence  des  or- 
dres de  ^];  et  de  0.  Par  suite  : 

TnÉORiiME  11.  —  La  somme  des  ordres  d'une  fonction  ration- 
nelle de  X  eij'",  relativement  à  tous  les  systèmes  circulaires  de  ra- 
cines y  d'une  équation  U(x,  j)')=:o,  correspondant  à  toutes  les 
valeurs  fnies  ou  injïnies  de  x,  est  nulle. 

Sous  une  forme  plus  usitée,  mais  moins  appropriée  aux  applica- 
tions que  j'ai  en  vue,  le  tbéorème  II  exprime  que  le  nombre  des  zéros 
d' une  fonction  algébrique  quelconque  d'une  variable  est  égal  au 
nombre  de  ses  infinis.  11  importe  d'observer  que  le  théorème  II 
s' applique  sans  modification  à  une  fonction  rationnelle  de  x^y  et 
des  dérivées  dey.  Car,  en  vertu  de  l'équation  U  (j^,  j)  )  =  o,  ces  déri- 
vées s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  x.)y.  Donc  la  fonc- 
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tioii  considérée  ne  diffère  pas  au  fond  d'une  fonction  rationnelle  de 
X  ely  seuls. 

3.  Yoici  une  dernière  proposition  préparatoire,  très-simple,  et 
qui  vraisemblablement  n'est  pas  nouvelle. 

Soit  D  un  déterminant  composé  de  la  ligne 

Xlo,      ^?<,      xi'.,       ...,      Xln 

et  de  n  lignes  formées  avec  les  dérivées  premières,  secondes^.  . . , 
j^Cemes  ^^g  temics  de  la  première  ligne.  On  a 

oii  Von  a  posé 

Q  =  [q„  —  q,)  (</„_,  —  ^„) . . .  (7,  —  q,]  [q,. -  g.)  •  •  •  {q2  —  ç.)  •  •  •  (</" -  ^«-')- 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  proposition,  et 
j'arrive  maintenant  au  premier  de  nos  problèmes  :  Trouver  le 
nombre  des  points  sextactiques  d'une  courbe  algébrique  donnée. 

§11. 

4.  Soit  U  [oc,  y)  =  o  l'équation  de  la  courbe.  Soit 

/  dr  d'r\ 

l'équation  différentielle  des  coniques.  On  a  à  étudier  les  points  de 
la  courbe  U,  dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  équation  diffé- 
rentielle. Un  point  sextactique  ordinaire  sera  un  point  simple,  dont 
les  coordonnées  annuleront/",  et  tel  que  les  coordonnées  d'un  point 
infiniment  voisin,  pris  sur  la  courbe  à  distance  infiniment  petite 
du  premier  ordre,  rendent/  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Si 
l'on  ajoute  au  nombre  de  ces  points  la  somme  des  ordres  de /rela- 
tivement à  tous  les  systèmes  circulaires  de  racines  j^,  pour  lesquels 
cet  ordre  n'est  pas  égal  à  l'unité,  la  somme  totale  est  nulle,  en 
vertu  du  théorème  II.  On  voit  donc  cornaient  ce  théorème  conduit 
à  la  solution  de  notre  problème. 

Je  considère  d'abord  les  systèmes  circulaires  correspondant  à  une 
valeur  infiniment  grande  de  x.  Comme  il  s'agit  de  l'étude  de  points 
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jouissant  d'une  propriété  projcctivc,  je  puis  supposer  que  la 
courbe  TJ  n'a  à  l'infini  que  des  points  simples  ordinaires,  qui  ne 
soient  pasdes  points  sextactiques.  Chacun  des  systèmes  circulaix^es 
à  considérer  se  compose  d'une  seule  racine,  et  les  équations  (3)  se 
réduisent  à 

(4)    x  =  l-\    j  =  F(;)=A/-'-:-B-i-C^-'r-...=  A^-i-B  +  - +.... 

X 

Soit  |3  l'ordre  de  y  relativement  à  un  tel  système  circulaire.  Je  cal- 
culerai tout  à  l'heure  ce  nombre.  Soit  ni  le  degré  de  U.  Il  y  a  ni 
systèmes  circulaires  tels  que  (4).  La  somme  des  ordres  de^relati- 
vement  à  ces  systèmes  circulaires  est  m^. 

Si,  en  un  point  deU,  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  j,  les  dé- 
rivées àej  sont  infinies  en  ce  point.  Pour  la  même  raison  que  tout 
à  l'heure,  on  peut  admettre  que  tous  les  points  analogues  sont  des 
points  à  distance  finie,  simples  et  non  sextactiques.  Soient  ^,  ti  les 
coordonnées  de  l'un  d'eux  •,  les  deux  racines  j^  qui  coïncident  avec 
n  pour  x  =  I,  forment  le  système  circulaire 

X  ~l—t\ 

j  —  VT  =  F  (/)  =  A  i  +  B  ^  H-  C  i'  + .  . . 

=  k[x  —  lY  M-B(a:-H)  +C[X  —  iY-\- 

Soit  a  l'ordre  de/' relativement  à  un  tel  système  circulaire.  Je  cal- 
culerai tout  à  l'heure  ce  nombre.  Soit  c  la  classe  de  U.  Il  y  a  c  sys- 
tèmes circulaires  tels  que  (5).  La  somme  des  ordres  de  /"relative- 
ment à  ces  systèmes  est  cot. 

Je  vais  calculer  maintenant  [3  et  a.  xl  cet  effet,  je  forme  d'abord 
la  quantité  y. 

5.  La  fonction/" est  le  déterminant  composé  :  i**  de  la  ligne 

(A)  i,     X,     X-,     j,     xy,    y"; 

2"  des  cinq  lignes  obtenues  en  prenant  successivement  les  dérivées 
par  rapport  à  x  des  termes  de  (A). 

Il  ne  serait  pas  nécessaire  de  développer  ce  déterminant  pour 
résoudre  le  problème-,  mais  il  se  présente  ici  une  circonstance  ana- 
lytique, qui  nous  échapperait  tout  d'abord  si  nous  ne  commencions 
par  faire  ce  calcul.  Je  vais  donc  effectuer  le  développement.  Je  re- 
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marque  d'abord  que /^  se  réduit  évidemment  à 

y    i^rï"    (r 
/ 


,2  Y" 

.2  1  IV 


On  pourrait  développer  les  dérivées  et  faire  ensuite  les  réductions. 
Une  remarque  permet  d'éviter  ce  calcul.  Conformément  à  une  ob- 
servation que  j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  faire  (*),  on  sait  d'avance 
que^ne  contient  ni  x,  ni  7^,  nij-'.  On  peut  donc  supposer  que  ces 
trois  quantités  sont  nulles.  Posant  alors 


.-('•) 


«. 


1.2.3.../ 
j'ai  pour  j)^  le  développement 

r  =^  «2 .r'  -i-  «3 ^'  4-  «4  X*  -\-  ciiX^ 


et  ensuite 


xy 

r 


a-iX^ 
a:x^ 


a^x^-l-  ûiX^-^- . 
-  2a;rt3^^  +  . .  .  ; 


par  suite,  à  un  facteur  numérique  près,/" se  réduit  à 
(7)  f  = 


(h 

«2 

0 

et. 

a  2 

0 

a, 

az 

a\ 

=  ai 

a, 

«3 

«2 

«5 

Cli 

2  «2  «3 

a, 

a, 

ia 

=  a-,0. 


On  voit  que /"se  décompose  en  deux  facteurs,  a^  et  ç.  D'après  (6), 
a^  est  à  un  facteur  numérique  près  la  dérivée  seconde  j".  En  égalant 
à  zéro  ce  facteur,  on  a  l'équation  caractéristique  des  points  d'in- 
flexion. En  égalant  à  zéro  le  facteur  cj»,  on  a  l'équation  caractéris- 
tique des  points  sextatiques. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  j'opérerai  surjet  non  sur  ç;  par  suite, 
pour  trouver  l'ordre  de  (j)  relativement  à  un  système  circulaire,  je 
cherclierai  l'ordre  de^et  celui  de  «j,  et  je  retrancherai  ce  dernier 
du  précédent.  La  différence  sera  l'ordre  de  (p. 

G.  Je  vais  calculer  (3,  c'est-à-dire  l'ordre  de  y  relativement  au 
système  circulaire  (4)-  On  voit  donc  que  (3  est,  au  signe  près,  le 


(')  Dulletin  de  la  Société  mathcinatiquc,  t.  III,  p.  3i. 


degré  de  la  partie  principale  de  <j)  où  l'on  substiluc  Ity  le  dévelop- 
pement 

r  rr:  A  JT  H-  B  H h  .  .  .  . 

X 

?.C 
Pour  le  facteur  n^  f>uj)  ",  la  partie  principale  est  -  -  •  Elle  est,  en  x^ 

du  degré  —  3;  eu  A,  du  degré  3.  Ainsi  l'ordre  de  «j,  relativement 
au  système  circulaire  (4),  est  égal  à  3. 

Pour  calculer  l'ordre  de  /',  j'observe  que  par  des  combinaisons 
linéaires  on  anaène  les  divers  termes  de  la  ligne  (A)  (n°  5)  à  avoir 
pour  parties  principales,  à  des  facteurs  constants  près, 

Par  suite,  d'après  la  proposition  du  n"  3,  la  partie  principale  de  f 
est  du  degré  —  i8  eux,  ou  du  degré  i8  en  t.  Si  j'en  retranche  le 
nombre  3,  ordre  de  a^^  j'ai,  pour  l'ordre  (3  de  (]?,  [i  =  i5. 

7.  Pour  calculer  a,  je  calcule  d'abord  l'ordre  de  j"  relativement 

au  système  circulaire   (5).  La  partie  principale  de  y"  est  du  de- 

3  .  , 

gré relativemtnit  à  [x  —  ^),  ou  du  degré  —  3  relativement  à  t. 

L'ordre  de  y"  est  ainsi  égal  à  —  3. 

Pour  calculer  l'ordre  de/",  je  ramène  par  des  combinaisons  li- 
néaires la  ligne  (x\)  à  se  composer  de  termes  dont  les  parties  prin- 
cipales sont,  à  des  facteurs  constants  près, 


I,     (.r-^)S     (.r-^j,     (x-^)',     ^^-ç)^     l^-£)   . 
D'après  le  n°  3,  le  degré  de  la  partie  principale  de /"est,  en  (,r  —  ^), 
égal  h Relativement  à  t,  son  degré  est  donc  —  i5.  Par  suite, 

l'ordre  de  tp  est  —  1 5  H-  3  ou  —  12.  Donc  a  =r  —  12. 

Soit  S  la  somme  des  ordres  de  (j)  relativement  à  tous  les  systèmes 
circulaires  qu'il  nous  reste  à  envisager.  Conformément  au  théo- 
rème II,  on  a 

(8)  S — i2c-i-i5m  =  o. 

8.   Soient 

x-—l—-t",    r—-n  =  '^{t)  =  A l'-^'- -+-  H /"+'•+' -j-  .  .  . 
IV.  5 
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les  équations  d'un  système  circulaire  pris  parmi  ceux  qu'il  nous 
reste  à  considérer.  Pour  aucun  d'eux  la  tangente  n'est  parallèle  à 
l'axe  des  j'5  ils  répondent  d'ailleurs  à  des  valeurs  finies  de  x  et 
de  y.  Donc  les  nombres  /î,  ;',  5,  .  . .  sont  des  entiers  non  négatifs. 
Je  dis  qu'on  peut  supposer  que  /•  ne  soit  pas  nul,  et  aussi  que  ^  et  y) 
soient  nuls.  Si,  en  ellet,  /'  est  nul,  changeons  x  en  [x  -h  '^)  eXj  en 
[y^  +  y;  +  Ax).  Cette  substitution  réalise  notre  hypothèse 5  mais  la 
fonction/!,  ne  contenant  nia:,  ni  7  ,  ni  la  dérivée  premièrej',  n'est 
pas  altérée  par  cette  substitution.  Donc,  pour  calculer  l'ordre  de  la 
fonction  y*  relativement  à  un  quelconque  des  systèmes  circulaires 
considérés,  on  peut  supposer  ce  dernier  ramené  à  la  forme 

(9)  x  =  t%    j  =  A  r-+-^  +  B /«+'+•' -t- ... , 

où  7'  est  positif.  En  d'autres  termes,  on  peut  supposer  que  l'origine 
des  coordonnées  et  l'axe  des  x  soient  l'origine  et  la  tangente  du 
système  circulaire. 

Cela  étant,  je  commence  par  m'occuper  de  l'ordre  de  y"  relative- 
ment au  système  circulaire  (9).  11  est  clair  que  la  partie  principale 

dej"  est,  en  x,  du  degré 5  par  suite,  en  £,  du  degré  (/•  —  71). 

Nous  rappelant  que,  pour  la  fonction  y",  les  nombres  analogues 
à  (3  et  à  a  sont  3  et  — 3,  nous  obtenons  incidemment,  d'après  le 
théorème  II,  la  relation 

(10)  2[r—n]—3c-h3m=^o, 

où  le  signe  sommatoire  s'étend  à  tous  les  systèmes  circulaires  pour 
lesquels  les  nombres  Ji  et  /•  sont  dillerents.  Si  l'on  remarque  que 
chaque  point  d'inflexion  ordinaire  (/i  =  i,  /•  =  9.)  figure  pour  une 
unité  dans  cette  somme,  on  voit  que  cette  formule  donne  le  nombre 
des  points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique  quelconque. 

9.  Je  considère  maintenant  la  quantité  /!  La  première  ligne  de  ce 
déterminant  est 

(A)  1,    ^,    ^\   X,    ^'y,   y"' 

Je  cherche  son  ordre  relativement  au  système  circulaire  (9).  Je 
suppose,  en  premier  lieu,  que/-  soit  didérent  d(!  n.  Comme /•  est 
positif,  on  voit  que  les  parties  principales  des  divers  termes  de  (A) 
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sont  toutes  de  degrés  différents,  savoir 

r  r  ir 

o,      I,      ?,,      }-{--■>      2  -I   -  î       2  H 

n  n  ri 

Par  suite,  d'après  la  proposition  du  n°  3,  la  partie  principale  de  / 
est,  en  a:,  du  degré 

/■  r  2 /'         ^       ^r  —  n  n 

I  +  2  +  I  H !-  2  4 [-  2  -H 15  = 

H  n  n  n 

Le  degré  en  t  ou  l'ordre  de^  relativement  au  système  circulaire 
est  donc  (4/'  —  7'0- 

Si  l'on  n'avait  pas  eirectué  le  calcul  du  n**  5,  ce  résultat  eût  averti 
que  7''  est  en  facteur  dans^.  En  eiïèt,  si  l'on  suppose  /z  :i=  i,  ;■  r=  2, 
on  voit  que  l'ordre  de/*  est  l'unité 5  donc  J" s'évanouit  en  chaque 
point  d'inflexion. 

L'ordre  de jk"-!  relativement  au  système  circulaire  considéré,  étant 
(/'  —  7i),  celui  de  cj)  est  4''  —  'J  fi  —  ('"  —  n)  =  3/'  —  6n. 

Considérant  successivement  tous  les  systèmes  circulaires  pour 
lesquels  les  nombres  7^  et  /■  sont  dilîérents,  c'est-à-dire  toutes  les 
branches  de  la  courbe  qui  ont  avec  leurs  tangentes  des  contacts 
dont  l'ordre  diilëre  de  l'unité,  je  pose 

(11)  G  =  l{3r  —  6n),     r>n. 

Le  nombre  G  est  un  élément  de  la  somme  désignée  précédemment 
par  S  (n»  7). 

10.  J'examine  maintenant  ce  qui  est  relatif  à  un  système  circu- 
laire pour  lequel  les  nombres  //  et  r  sont  égaux,  c'est-à-dire  défini 
par 

(12)  x  =  l",    x  =  \  P"  +  B  /■'"-*■■'  + 

Les  branches  qui  composent  ce  système  circulaire  ont,  avec  leur 
tangente  à  l'origine,  des  contacts  du  premier  ordre.  Si  le  nombre  « 
est  l'unité,  le  système  circulaire  se  réduit  à  une  seule  branche. 

Je  considère  encore  la  ligne  (A)  du  déterminant  y  (n°  9).  Les 
parties  principales  des  divers  termes  de  cette  ligne,  sauf  le  terme  }  , 
sont  respectivement  des  degrés  o,  i,  2,  3,  4-  Quant  au  ternie  7',  sa 
partie  principale  est  du  second  degré,  et  disparait  dans  le  détermi- 

5. 
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liant.  Pour  la  faire  disparaître  immédiatement,  je  fais  une  combi- 
naison linéaire  des  termes  de  (A),  de  telle  sorte  que  la  partie  prin- 
cipale de  cette  combinaison  soit  d'un  degré  diilërent  des  nombres  o, 
1,  2,  3,  4-  Soit  C  cette  combinaison 

(i3)  C  =  ax^-\- by-\- cxf -h  (Iy\ 

et-  le  degré  de  la  partie  principale  de  C.  On  voit  alors  (n"  3)  que 

le  degré  de  la  partie  principale  de  y  est,  en  x^- — -,  par  suite, 

l'ordre  de  /",  relativement  au  système  circulaire  (12),  est  (X  —  5n). 
C'est  aussi  l'ordre  de  cd,  car  celui  du  facteur  y"  est  zéro. 

Je  considère  successivement  tous  les  systèmes  circulaires  pour 
lesquels  le  nombre  (X  —  jn)  n'est  pas  nul,  et  je  pose 

(i4)  L  =  l[}.-5n]. 

L'équation  (8)  devient 

(i5)  G  +  L=i2c  —  i5m. 

Cette  dernière  relation  contient  la  solution  du  problème.  Pour  s'en 
convaincre,  il  suffit  d'examiner  la  signification  du  nombre  (À  —  jn) 
quand  on  suppose  ?i  =  i .  Dans  cette  hypothèse,  le  système  circu- 
laire (12)  se  réduit  à  une  branche  unique.  D'autre  part,  la  quan- 
tité C  étant  infiniment  petite  de  l'ordre  ).  quand  x  est  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  la  conique  C  =  o  a,  avec  la  branche  de 
courbe,  à  l'origine,  un  contact  d'ordre  (X  —  1). 

Il  est  manifeste  qu'en  général  X  est  égal  à  0 ,  et  le  nombre  (X  —  "i  Ji) 
est  alors  égal  à  zéro*,  mais,  si  X  est  égal  à  6,  le  nombre  (X  —  5«)  est 
égal  à  l'unité.  Donc  chaque  point  sextactique  figure  pour  une  unité 
dans  L.  Si  X  est  égal  à  (5  -f-  //)  (//  =1,2,  .  .  .),  c'est  qu'alors  la 
courbe  a,  en  un  point,  avec  une  conique  un  contact  d'ordre  (4  H-  /'). 
Ce  point  figure,  dans  L,  pour  //  unités,  et  compte  pour  h  points 
sextactiques.  11  suffit  donc  de  calculer  directement  les  éléments 
(X  —  '^n)  relatifs  aux  valeurs  de  n  différentes  de  l'unité,  pour  con- 
clure de  l'équation  (i5)  le  nombre  des  points  sextactiques,  les  nom- 
bres m,  c,  G  étant  supposés  connus. 

Les  éléments  (X —  .")//)  que  l'on  doit  calculer  directement  sont 
relalifs  uiii(|ueiiiciit  à  des   points  singuliers,  et,  dans  beaucoup  de 
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cas,  ils  sont  nuls.  Il  me  reste  à  dire  coiuineiit  on  p(!ut  les  obtenir. 
.!(;  suppose  que  l'on  ait  reconnu  l'existence,  sur  la  courbe  considé- 
rée, d'un  système  circulaire  de  n  brandies  (/i  ^  i),  ayant  avec  la 
tangente  des  contacts  du  premier  ordre.  Soient  alors  (12)  les  équa- 
tions qui  représentent  ce  système  circulaire,  ou  plutôt  soit 

(i6)  yT=.k.x'-\-\*>x     "+... 

le  développement  commun  qui  représente  ces  n  branches.  On  sait 
que,  dans  le  développement  prolongé  sullisamment,  on  rencontrera 
nécessairement  un  exposant  fractionnaire.  Si  le  premier  exposant 

fractionnaire  est  inférieur  à  o,  il  est  manifeste  fine  le  nombre  - 

^  n 

est  égal  à  cet  exposant.  Le  nombre  À  est  ainsi  trouvé  pour  ce  cas,  et 
l'on  voit  que  (/'. — -^n)  est  alors  un  nombre  négatif.  Si,  au  con- 
traire, le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  5,  alors 

—  peut  être  égal  ou  supérieur  a  o,  et,  en  aucun  cas,  ne  peut  dépas- 
ser cet  exposant.  Pour  reconnaître  la  valeur  de  À.  on  devra  calculer 
directement  les  coefficients  de  C,  de  manière  que  les  termes   du 

deuxième  au  quatrième  ordre  disparaissent.  Le  nombre  -  est  alors 

égal  à  l'ordre  minimum  des  termes  qui  subsistent.  On  voit  que, 

dans  ce  cas,  le  nombre  (X  —  5«)  est  nul  ou  positif. 

Les  points  appelés  communément  points  de  rebi'oussement  de 

deuxième  espèce  nous  ofirent  l'exemple  de  ces  divers  cas.  On  ob- 

1      .    ,                                                .     ,     1   ,         c-    •    2  /j  -+- 1 
tient  cette  singularité  en  supposant  que  Ji  soit  égal  a  2.  Soit 

le  premier  exposant  fractionnaire.  Il  sera  inférieur  ou  supérieur 
à  5  suivant  que  A'  sera  inférieur  ou  non  à  5.  Ainsi  les  rebroussc- 
ments 

y  —  Ax'  -h  li.r'  -4-.  .., 
? 
y  =  A.r-'  -I-  B.Z-'  -f-  Cx'  -f- .  .  . , 

>•  =  A X-  -hBx^-h  Cx'  -h\)x-  -h.  . . 

fournissent  au  nombre  L  les  éléments  —  5.  —  i.  —  i . 
Au  contraire,  le  rebroussement 

)•  =  A x-  -t-  Bx  -+-  C.x  '  +-  1)  x'-  -h  Ex  '  4- .  . . 
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o.  Mais  on  peut  avoir  aussi  -  =:  — 
^  «  2 


donne  généralement  À  —  jn 

Si,  par  exemple,  les  coefficients  B,  C,  D  sont  nuls  à  la  fois,  chacune 

des  deux  branches  du  rebroussement  a  un  contact  d'ordre  -  avec  la 

2 

parabole  j'  =  Ax^-,  et  l'on  a  /.  —  5n  :=  i. 

1 1 .  Pour  iîxcr  complètement  les  idées  à  ce  sujet,  je  considère  la 
courbe  représentée  par  ce  dernier  développement,  ou  plutôt  la 
courbe  représentée  par  l'équation  en  coordonnées  triangulaires 

U  =  5(j2^—  Xx'z'—  D^^)2  — ^"  — o. 

Cette  courbe  possède  deux  points  singuliers  : 

1°  Le  point  Y(r;  =  o,  x=  o  ).  En  ce  point  la  courbe  U  se  com- 
pose d'un  système  circulaire  dont  l'ordre  de  multiplicité  est  9.  Le 
développement  commun  aux  neuf  branches  constituant  ce  système 
circulaire  est 


r 


La  tangente  est  la  droite   :;  =  o.  D'après  des  principes   connus, 

l'abaissement  que  ce  point  produit  dans  la  classe  est  égal  à  8  X  1 1 . 

2^  Le  point  Z[x  =  o,y=  o).  Ce  point  est  un  rebroussement  : 


^=A 


1) 


L'abaissement  produit  dans  la  classe  par  ce  point  est  égal  à 
11;  par  suite,  le  degré  m  étant  égal  à  11,  la  classe  c  est  égale  à 
loXii  —  8x  II  —  II,  c'est-à-dire  c  =  ni  =  i  i . 

De  plus,  le  point  \  est  l'origine  du  seul  système  circulaire  pour 
lequel  les  nombres  /•  et  Ji  soient  dillérents,  et  l'on  a 

n  — 9,     r  =  n-9=2. 

Donc,  en  premier  lieu,  la  formule  (10)  montre  que  la  courbe  LI 
possède  sept  points  d'inflexion.  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  di- 
rectement. 

Le  nombre  G  est  ici  égal  à  —  3  X  16,  le  nombre  (12c  —  i5///) 
à  —  3  X  1 1 .  On  a  donc,  d'après  (i5), 

L  =  i5. 
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Par  suite,  d'après  les  remarques  du  numéro  prccédeiil,  la  courbe  U 
a  quinze  points  sextactiques^  mais,  si  D  est  nul,  elle  n'en  a  plus 
que  quatorze. 

12.  Les  résultats  généraux  contenus  dans  la  formule  (i 5)  peu- 
vent être  énoncés  de  diverses  manières.  La  forme  la  plus  simple 
s'obtient  comme  il  suit.  Dans  (i5),  je  remets  pour  G  .son  expres- 
sion, et  j'ai 

L  4-  3 2  (  /•  —  2 /i  ^  rr- 1 2  c  —  1 5  m. 

Combinant  cette  relation  avec  (lo)  de  manière  à  éliminer  /•,  et  dé- 
signant S/z  par  la  lettre  N,  j'obtiens 

(17)  L  --  3  (  c  —  2  /72  -+-  N  j  ; 

d'où  l'énoncé  suivant  : 

Théorème  IIL  — ■  Soient  /«,  c  le  degré  et  la  classe  d' une  courbe  U, 
N  le  nombre  total  des  brandies  de  cette  courbe  ajant  avec  leurs 
tangentes  des  contacts  d'ordre  différent  de  l'unité;  soit  enjin 
(4  -H  /)  l'ordre  du  contact  d'une  branche  de  U  avec  sa  conique 
osculatrice,  en  un  point  oii  cet  ordre  diffère  de  4,  et  oii  le  contact 
avec  la  tangente  est  du  premier  ordre.  On  a 

2/r=3(c—  2W  +  N). 

13.  Exemples.  —  Pour  une  courbe  c[ui  n'a  aucune  singularité 
au  point  de  vue  des  coordonnées  ponctuelles,  on  trouve  ainsi 
?n(i2m  —  27)  pour  le  nombre  des  points  sextactiques.  On  conclut 
de  là  que  les  points  sextactiques  d'une  courbe  de  degré  m  et  de 
classe  c  sont  sur  une  courbe  de  degré  [11  m  —  2j),  et  que  les  tan- 
gentes de  la  courbe  en  ces  points  touchent  une  courbe  de  classe 
(12c— 27)(*). 

Pour  une  courbe  n'ayant  que  des  singularités  ordinaires,  N  est 
le  nombre  des  points  d'inflexion  augmenté  du  double  du  nombre 
des  points  de  rebroussement  ordinaires.  Soit  /•  le  nombre  de  ces 
derniers,  on  en  conclut  pour  le  nombre  des  points  sextactiques  l'ex- 
pression 12c  —  iSm  +  p/';  ou  encore  l'expression  corrélative 
12  77/ — ■iSc-hgi,  i  étant  le  nombre  des  inflexions. 


C)  Voir  Cayley,  Phil.  Transact.;  i865.  —  Painvin,  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  LXXVUl. 


En  dernier  lieu,  pour  la  courbe  dont  l'équation  homogène  est 

p  et  q  étant  des  entiers  positifs  premiers  entre  eux,  on  a 

m=  c  =  p  -h  q  =  ]!i; 

par  suite,  le  nombre  des  points  sextactiques  est  zéro,  résultat  qu'il 
était  aisé  de  prévoir. 

§  111. 

14.  En  un  point  quelconque  d'une  courbe  U,  on  peut  générale- 
ment mener  une  cubique  ayant,  en  ce  point,  avec  U  un  contact  du 
huitième  ordre.  JYouver  le  nombre  des  points  en  lesquels  l'ordre 
le  plus  e'/ere  possible  du  contact  entre  U  et  une  cubique  surpasse  8  •, 
tel  est  le  problème  dont  je  vais  maintenant  m'occuper. 

Je  suivrai  ici  exactement  la  même  marche  que  pour  le  problème 
précédent.  L'équation  différentielle  à  considérer  F  =  o  est  celle  des 
cubiques  dans  le  plan.  Elle  est  du  neuvième  ordre.  Son  premier 
membre  F  est  un  déterminant  composé  en  premier  lieu  de  la 
ligne  (B) 

( B )  i,  x,x\ x\  y,  xy,  x'y,  y\  x'y,  y\  ' 

et,  en  second  lieu,  des  neuf  lignes  obtenues  en  prenant  les  dérivées 
successives  des  termes  de  (B)  jusqu'au  neuvième  ordre  inclusi- 
vement. 

Je  considère,  comme  aux  n°*  4,  5,  6,  les  systèmes  circulaires  de 
branches  infinies  et  de  branches  dont  les  tangentes  sont  parallèles 
à  l'axe  desj)\  Je  désigne  par  S  la  somme  des  ordres  de  F  relative- 
ment aux  autres  systèmes  circulaires.  Par  un  calcul  entièrement 
analogue  à  celui  des  numéros  précités,  j'obtiens  l'équation  sui- 
vante, analogue  à  (8)  : 

(i8)  S  —  4^^' +  6o/j/   -  o. 

Je  vais  maintenant  m'occuper  de  calculer  S.  A  cet  effet,  je  consi- 
dérerai, pour  les  mêmes  raisons  (ju'au  n"  8,  dos  systèmes  circu- 
laires réduits  à  la  forme 

(19)  X  =  f,    y  =  Al"+'  4-  B/"-*-^+'  -h . . . , 


I 
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où  /",  ^, ...  sont,  comme  /^,  des  enliers  positifs  qui  ne  peuvent  être 
nuls.  Le  problème  actuel  étant  plus  compliqué  que  le  précédent, 
on  ne  devra  pas  s'étonner  de  voir  se  multiplier  les  cas  qu'il  va  être 
nécessaire  de  distinguer. 

Je  suppose  d'abord  /•  différent  de  «,  c'est-à-dire  le  système  circu- 
laire (19)  composé  de  branches  ayant  avec  la  tangente  des  contacts 
d'ordre  différent  de  l'unité.  Dans  la  (jucstion  précédente,  cette  sup- 
position donnait  lieu  à  un  résultat  simple,  qui  n'exigeait  pas  la 
distinction  de  plusieurs  cas.  Cette  simplicité  provient  de  ce  qu'alois 
les  coniques  osculatrices  se  réduisent  à  la  tangente  du  système  cir- 
culaire. Dans  la  question  actuelle,  les  cubiques  osculatrices  se  ré- 
duisent aussi  à  la  tangente  si  l'ordre  -  du  contact  de  chaque  brandie 

avec  cette  tangente  ne  peut  être  reproduit  par  une  branche  de  cu- 
bique; mais,  dans  le  cas  contraire,  il  existe  eirectivement  une  ou 
plusieurs  cubiques  osculatrices.  C'est  ce  qui  a  lieu  si  le  contact 

exceptionnel-  est  d  ordre  2  ou  d'ordre--   On  peut   ainsi  prévoir 

d'avance  la  nécessité  de  distinguer  ici  trois  cas  : 

1°  -  différent  de  i ,  de  2  et  de  -  ; 
n  2 

2     ^-2, 

n       a 

J'aurai  ensuite  à  examiner  ce  qui  est  relatif  au  cas  où  les  nombres  /■ 
et  n  sont  égaux,  cas  dans  lequel  sont  comprises  les  branches  sim- 
ples ordinaires. 

15.  Les  parties  principales  des  termes  de  la  ligne  (B),  en  vertu 
des  relations  (19),  sont,  par  rapport  à  x,  des  degrés 


[B'I     o,    I,   2,   3,    i+'-5   2  H- -,    0  +  '--,   2-f-2-,  3  +  2'-»    3  +  3 

\       I  '  '  '  '  I,  »,  n  n  11 


r 

r 

r 

r    „         /' 

—•) 

2  -^  -, 

3  +  -, 

2-f-2-,    J+2    - 

II 

n 

n 

Il                    II 

II 


On  reconnaîtra  que  tous  ces  nombres  sont  différents  entre  eux 
si  -  est  différent  des  trois  nombres  i,  2  et  -•  D'après  la  proposi- 
tion du  u"  3,  il  eu  résulte  (ju'alors  le  degré  en  .r  de  la  partie  prin- 


cipale  du  déterminant  F  est  égal  à  (  lo '^5  )  :  par  suite,  l'ordre 

de  F  relativement  au  système  eirculaire  est  égal  à  (lo/-  —  25«). 
Je  pose 

H  =;  2S  (lor  —  -2.5 n), 

la  sommation  s' appliquant  à  tous  les  systèmes  circulaires  pour  les- 
quels -  diffère  des  nombres  i,  2,  -•  Le  nombre  H  est  un  premier 
élément  de  la  somme  S. 

16.  Je  suppose  maintenant  -^2.  Les  nombres  qui  composent 
la  ligne  (B')  sont  les  suivants  : 
(B")  G,   I,  2,  3,  3,  4,  5,  6,  7,  g. 

Le  nombre  3  est  répété  deux  fois.  On  doit  donc,  dans  le  détermi- 
nant F,  remplacer  le  terme  correspondant  à  l'un  de  ces  nombres, 
le  second  par  exemple,  par  une  combinaison  linéaire  de  ce  terme 
avec  les  autres,  de  telle  sorte  que  le  degré  de  la  partie  principale 
de  cette  combinaison  soit  différent  de  tous  les  autres  nombres  de 

la  ligne  (B").  Soit-  ce  degré.  On  trouve  alors,  pour  l'ordre  de  F 

relativement  au  système  circulaire,  le  nombre  [[x  —  Sri).  Ce.  résultat 
exige  quelques  observations. 

En  premier  lieu,  supposons  Ji  =  i .  Le  système  circulaire  envisagé 
se  réduit  alors  à  une  branche  simple  ayant  une  inflexion  simple  à 
l'origine.  On  trouvera  généralement  alors  pour  (x  le  nombre  8  ;  d'où 
résulte  que  {(x — 8;i)  est  nul.  Ainsi,  pour  un  point  d'inflexion,  la 
quantité  F  ne  s'évanouit  pas.  C'est,  on  se  le  rappelle,  le  contraire 
qui  se  produit  à  l'égard  du  déterminant/',  considéré  dans  le  pro- 
blème précédent  (n°  9).  Soit 

C  —  ax^  -h  bj-  -\-  cxy  -t-  dx'^y  -h  ey-""  -\-fxy  -4-  gy-^ 

la  combinaison  des  termes  de  la  ligne  (B)  que  l'on  a  dû  faire  pour 
obtenir  l'ordre  8  à  la  partie  principale.  J'observe  que  le  coetricicnt 
du  dernier  terme,  ^,  est  entièrement  arbitraire,  nul  si  l'on  veut, 
puisque  j^'  est  du  neuvième  ordre.  On  a  donc  imc  infinité  de  cu- 
bit|ues,  représentées  par  l'équation  C  ::^  o,  et  formant  un  faisceau, 


dout  les  contacts  au  point  considéré  avec  la  courbe  sont  du  sep- 
tième ordre;  et  il  est  évident  qu'il  n'existe  aucune  cubique  ayant 
en  ce  point  avec  la  courbe  un  contact  du  huitième  ordre. 

En  déterminant  les  coeflicients  a,  ^, .  . .  ^  fàa  C,  de  manière  à 
faire  disparaître  les  termes  d'ordre  3,  4  v  •  •  i  7?  il  peut  arriver,  dans 
des  cas  particuliers,  que  les  termes  du  huitième  ordre  disparaissent 
aussi.  Alors  toutes  les  cubiques  du  précédent  faisceau  ont  avec  la 
courbe  des  contacts  du  huitième  ordre;  mais  on  peut  déterminer  g 
de  manière  à  faire  disparaître  aussi  les  termes  du  neuvième  ordre. 
11  existe  donc  une  cul^ique  ayant  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre 
égal  ou  supérieur  à  9.  En  outre,  la  combinaison  C  qu'il  faut  sub- 
stituer kj  dans  la  ligne  (B)  répond  à  cette  dernière  cubitjue,  sans 
quoi  le  nombre  9  serait  répété  deux  fois  dans  la  ligne  (B")  trans- 
formée; donc,  dans  ce  cas,  le  nombre  (p.  —  8n)  est  au  moins 
éeral  à  2.  Ainsi  : 


-& 


Théorème  IV.  — En  un  point  d' injïexion  simple  d'une  coufbeXJ, 
l'ordre  le  plus  élevé  du  contact  que  l'on  puisse  établir  entre  cette 
courbe  et  une  cubique  est,  en  général,  égal  à  7.  Si  cet  ordre 
dépasse  le  nombre  7,  il  est  au  moins  égal  à  g. 

Soit  7  -f-  co  l'ordre  de  ce  contact  [n  =  i ,  fi  =  8  +  w),  l'ordre 
de  F,  relatij  à  ce  point  de  la  courbe  U,  est  égal  à  w. 

Cette  dernière  conclusion  subsiste  dans  le  cas  où  Ji  diifère  de  l'u- 
nité, avec  cette  naodifîcation  que  l'ordre  de  F  relativement  au  sys- 
tème circulaire  est  égal  à  /zw.  Quant  au  nombre  oj,  il  peut  être 
négatif  ou  positif  suivant  les  cas.  Si  le  premier  exposant  fraction- 
naire du  développement  de  j  suivant  les  puissances  ascendantes 

de  X  est  inférieur  à  8,  soit  -  cet  exposant  :  on  a  w  = 8,  et  w 

est  négatif.  Si  le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  8, 
'j)  peut  être  nul  ou  positif,  mais  toujours  au  plus  égal  à  cet  expo- 
sant diminué  de  8.  Eu  résumé,  soit  [y  -{-m)  l'ordre  de  contact  de 
la  cubique  osculatrice  auec  une  branche  de  la  courbe  U  en  un 
point  oii  l'ordre  du  contact  de  cette  branche  avec  sa  tangente 
est  égal  à  2,  toutes  les  branches  analogues  figurent  dans  S  par 
l'élément  2co. 

1/.   J  examnie  maintenant  le  troisième  cas,   savoir —  =  - •  Les 

'  n        1 


—  7()  — 
nombres  qui  composent  la  ligne  (B')  sont  ici  les  suivants  : 

(r>"')  o,     I,     2,     3,     ^     -,     2,     3,    4,     9, 

2  2  2  2 

Le  nombre  3  se  trouve  répété  deux  fois.  Il  correspond,  à  la  dernière 
place,  au  terme  j^^  de  la  ligne  (B).  On  remplacera  donc  le  terme  )  - 
par  une  combinaison  C 

dont  les  coefficients  seront  choisis  de  manière  que  le  degré  de  la 
partie  principale  de  C'dilïère  des  nombres  3, -»  4, -•  Soit  — r  le 

2  2  2/'^ 

degré  de  la  partie  principale  de  C.  Alors,  d'après  la  proposition 
du  n°  3,  on  trouvera  aisément  que  l'ordre  de  F  relativement  au 
système  circulaire  considéré  est  (v  —  46/''').  Pour  calculer  le 
nombre  v,  on  peut  directement  former  C  ou  bien  encore  raisonner 
comme  il  suit  : 

L'équation  C'::=  o  est  celle  d'une  cubifjue,  ayant  un  rebrousse- 
ment  au  point  considéré,  et  dont  les  branches  ont,  en  ce  point,  le 
contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible  avec  les  branches  du  sys- 
tème circulaire  envisagé.  Les  deux  branches  de  C  sont  représen- 
tées à  la  fois  par  le  développement  ambigu  suivant,  que  l'on  peut 
déduire  de  C  =  o  : 

(20)  y=^a.x'^  -1-  p^'^  +  y  x''  +  0  x^  +£,r-  +  .  .  .  . 

Les  coefficients  de  ce  développement  dépendent  de  quatre  arbi- 
traires, à  savoir  les  rapports  des  coefficients  deC.  D'autre  part,  le 

développement  de  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  pour 

3 
la   courbe  U,  commence   par  un  terme  d'ordre  -•  S'il   est   de   la 

^  2 

forme 

Jl  A  -1 

(21)  y  =  a, X -'  -}-  (3, .^'^  -h  y, .>■'  -t-  0, .7 ■"  -4-  £, .7-''  -4- . . . , 
on  pourra  prendre 

ar=a,,     fi  — p,,     7=  y,,     o  =  ô,; 

alors  e  et  les  coefficients  suivants  de  (20)  seront  déterminés.  D'après 
des  principes  connus,  si  t  diffère  de  Ej,  on  verra  aisém<'nt  que  la 
cubique  C  a  alors   10/' points  d'intersection  avec  U  confondus  à 


/  /   ~ 


l'orlj^int'.  Par  suite  It;  noaibio  v  (îsl  <'gal  à  5/'.  C'est  aussi  ce  qu'on 
trouverait  en  considérant  directenient  C'.  On  voit  d'ailleurs  que, 
dans  d<\s  cas  particuliers,  le  nombre  v  peut  dépasser  5.  ]1  peut  aussi 
être  inférieur  à  5.  C'est  ce  (jui  arrive;  si,  dans  le  développement  (21), 

il  existe  un  terme  dans  lef[uel  l'exposant  de  a:'  soit  fractionnaire 
et  inférieur  à  7.  yVlors  — -  est  égal  au  premier  de  ces  cxj)osants  frac- 
tionnaires. 

Considérant  tous  les  systèmes  circulaires  de  branches  de  la 
courhe  U  ayant  de  môme  avec  leurs  tangentes  des  contacts  d'or- 
dre -î  je  pose 

J  =  :-(v-46r']. 


Le  nombre  J  est  l'élément  par  lequel  l'ensemble  de  ces  systèmes 
circulaires  figure  dans  la  somme  S. 

18.  J'ai  maintenant  à  examiner  ce  qui  est  relatif  aux  systèmes 
circulaires  où  les  nombres  /•  et  ?i  sont  égaux,  c'est-à-dire  à  ceux 
dont  les  branches  ont  avec  leurs  tangentes  à  l'origine  des  contacts 
du  premier  ordre.  On  doit  s'attendre  à  trouver  ici  une  complication 
plus  grande  que  précédemment,  puisqu'il  s'agit  maintenant  de 
branches  de  courbe  dont  les  singularités  portent  sur  des  éléments 
d'ordre  plus  élevé. 

Dans  le  cas  actuel  (/•  =  /z),  les  nombres  de  la  ligne  (B')  sont  les 
suivants  : 

(B'^)  o.    I,  -?.,  3,  2,  3,  4,  4»  5,  6, 

correspondant  à 

(B)  ï,  Xy  x'',  x%  y,  xy,  x^y,  y\  .r/%  y^. 

Les  nombres  2,3,4  sont  répétés.  Je  remplacerai  par  suite  : 
1°  Le  terme  x^>  par  la  combinaison 

1)  =  ax-y  -t-  by^-h  cxy'^  +  dy^; 
2"  Le  terme  xy  par  la  combinaison 
(  22  )  £  =  <•<'  X''  +  b'  .T-y  +  c'  x'y  +  (l'y  ■  -+-  e' xy''  -\-  f'y^  ; 

3°  Le  termej'  par  la  combinaison 

{2S)G=n"x'+  b"x'-\-  c"y-\-(l"xy+  v."  x^-y  ^  f"y'+ '^"  xy'-^-  h"  y\ 


On  remarquera  que  D  se  décompose  en  deux  facteurs  )  K,  savoir 

(  24  )  K  =-"  «^'  H-  6j  H-  cxy  -+-  df\ 

L'équation  K  =  o  représente  une  conique  touchant  la  courbe  U  à 
l'origine.  L'équation  E  =  o  représente  une  cubique  ayant  un  point 
double  à  l'origine,  et  dont  une  des  brandies  touche  U  en  ce  point. 
Enfin  l'équation  G  ==  o  représente  une  cubique  ordinaire  louchant 
la  courbe  U  au  même  point. 

Les  degrés  des  parties  principales  des  termes  de  (B),  qui  restent 
inaltérés,  sont  les  nombres  o,  1,2,  3,  4,  5,  6.  Le  facteur  j)^  de  D 
étant  du  second  ordre,  et  D  devant  être  d'un  ordre  différent  des 
nombres  4^  ^1  ^i  il  ^'^  résulte  que  l'ordre  de  K  doit  dillérer  des 
nombres  -a,  3,  4i  P^ï"  suite  K  =:  o,  ou,  abréviativement,  K  est  la 
conique  osculatrice  des  branches  du  système  circulaire  considéré, 
ou  bien  l'une  quelconque  des  coniques  osculatrices  s'il  en  existe 
une  infinité.  La  considération  de  la  conique  K  permet  de  classer 
les  résultats  cherchés  suivant  trois  cas,  savoir  : 

Premier  cas.  —  L'ordre  du  contact  de  chaque  branche  du  sys- 
tème circulaire  avec  la  conique  osculatrice  est  fractionnaire  et  quel- 
conque, ou  bien  encore  entier  et  supérieur  au  nombre  5. 

Deuxième  cas.  —  L'oidre  de  ce  même  contact  est  égal  à  5. 

Troisième  cas.  —  L'ordre  de  ce  même  contact  est  égal  à  4- 

Tous  les  cas  sont  embrassés  par  là  5  car  l'ordre  de  ce  contact,  s'il 
est  entier,  ne  peut  être  inférieur  à  4-  Je  vais  examiner  successive- 
ment ces  trois  cas. 

19.  Premier  cas.  —  Soit  ( i  )  l'ordre  du  contact  de  K  avec 

\n         j 

une  branche  du  système  circulaire  considéré.  D'après  les  hvpo- 

thèses  qui  caractérisent  le  premier  cas,  -  est  fractionnaire;  ou,  s'il 

est  entier,  il  est  supérieur  à  6. 

L'ordre  de  K  est  -  ;  celui  de  D  est  2  H —  • 
u  n 

Prenons  pour  E  la  combinaison  .rK;  son  ordre  sera  i-\ Pre- 
nons enfin  pour  G  la  combinaison  K  elle-même  5  son  ordre  est  -• 

Les  trois  nombres  -5   i  H — "  y  4-      sont  dilférenls  entre  eux  et  dil- 
//  n  n 
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fércnts  des  autres  nomlires  de  la  ligne  (B'^').  En  eHet,  ils  sont  frac- 
tionnaires 5  ou,  s'ils  sont  entiers,  le  plus  petit  d'entre  eux  est  supé- 
rieur à  6  ;  donc,  dans  le  cas  actuel,  les  parties  principales  des  ternies 
de  la  ligne  (B)  ont  les  degrés  suivants,  après  les  combinaisons  : 

o,    I,   2,  3,  4>  5,  G,    -1     n — '-1    2-1-     • 
n  II  11 

Il  en  résulte  que  l'ordre  de  F  relativement  au  système  circulaire 
considéré  est  égal  à  (3^  —  i\.n).  Pour  avoir  une  expression  plus 
simple,  je  désigne  par  (6  -f-  a)  l'ordre  du  contact  d'une  quelconque 
des  branches  du  système  circulaire  avec  K.  Alors  (3X  —  ini)  est  égal 
à  3/z«;  et  l'on  peut  dire  simplement  que  l'élément  du  nombre  S, 
relatif  à  toutes  les  brandies  analogues,  est  32a. 

20.  Deuxième  cas.  —  L'ordre  du  contact  de  K  avec  chaque 
branche  du  système  circulaire  étant  égal  à  5,  la  partie  principale 
de  K  est  du  degré  6  en  X5  donc  celle  de  D  est  du  degré  8.  En  pre- 
nant pour  E  la  combinaison  xK,  on  aura,  à  la  partie  principale,  le 
degré  7.  Il  reste  à  examiner  le  degré  de  la  partie  principale  de  G, 
pour  qui  l'on  ne  peut  prendre  la  combinaison  K.  Si,  dans  le  déve- 
loppement de  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a:,  il  existe 
des  exposants  fractionnaires,  c'est-à-dire  si  n  n'est  pas  égal  à  l'unité, 
le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  6,  sans  quoi  K  ne 
pourrait  être  de  l'ordre  6.  Si  ce  premier  exposant  fractionnaire  est 
inférieur  à  9,  il  est  manifeste  que  le  degré  de  la  partie  principale 

de  G  lui  sera  égal.  Soit  alors  -  ce  degré;  on  trouve  pour  l'ordre  de 

F  relativement  à  ce  système  circulaire  le  nombre  (p  —  9'^)  • 

Si  le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  9,  l'ordre  ^ 

de  G  peut  être  égal  à  9  ou  surpasser  ce  nombre,  sans  pouvoir  sur- 
passer le  premier  exposant  fractionnaire.  Dans  ce  cas,  comme  aussi 
dans  celui  où  n  est  égal  à  l'unité,  l'expression  (p  —  Ç)n)  fournit 
l'ordre  de  F.  Je  simplilie  cette  expression  en  désignant  par  (8  -h  &) 
l'ordre  du  contact  de  chaque  branche  avec  la  cubique  osculatrice.  Il 
en  résulte  que  l'ensemble  de  toutes  les  branches  analogues  fournit  au 
nombre  S  l'élément  "Lb.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ^,  s'il  est 
fractionnaire,  peut  être  négatif,  mais  non  inférieur  à  —  1  ;  il  est  nul 


—  HO  - 
OU  positif  s'il  est  entier,  comme  ow  le  voit  d'après  les  conditions 

imposées  a  —  • 

Par  exemple,  pour  un  point  scxtactique  ordinaire,  le  nombre  h 
est  généralement  égal  à  zéro-,  mais  il  peut  arriver  qu'en  un  point 
sextactique  le  contact  d'une  courbe  avec  une  cubique  puisse  s'élever 
au-dessus  du  huitième  ordre.  Alors  le  nombre  h  est  l'excès  de 
l'ordre  de  ce  contact  sur  le  nombre  8. 

21 .  Troisième  cas.  —  L'ordre  du  contact  de  K  avec  chaque 
branche  du  système  circulaire  étant  égal  à  4,  la  partie  principale 
de  K  est,  en  x,  du  degré  5,  et  celle  de  D  du  degré  7.  On  ne  peut 
plus  prendre  pour  E  la  combinaison  .rR,  dont  l'ordre  serait  égal 
à  6.  Je  considère  donc  la  combinaison  E  en  elle-même.  On  peut 
manifestement  y  faire  disparaître  les  termes  de  degrés  entiers 
jusqu'au  septième  degré  inclusivement 5  donc  le  degré  delà  partie 
principale  de  E  est  au  moins  égal  h  8,  s'il  est  entier.  S'il  est  frac- 
tionnaire, il  est  égal  à  l'unité  augmentée  du  premier  exposant  frac- 
tionnaire figurant  dans  le  développement  de  j.  Gomme  la  partie 
principale  de  K  est  du  cinquième  degré,  ce  premier  exposant  frac- 
tionnaire surpasse  nécessairement  le  nombre  5.  L'équation  E  =  o 
représente,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  observé,  une  cubique  ayant  à  l'ori- 
gine un  point  double,  et  une  branche  tangente  à  la  courbe  U. 
L'ordre  du  contact  de  la  branche  de  cubique  avec  la  branche  de 
courbe  U  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  en  x  de  la  partie 
principale  de  la  quantité  E.  Il  sera  nécessaire  de  subdiviser  le  cas 
actuel  en  plusieurs  autres  suivant  l'ordre  du  contact  de  la  branche 
de  courbe  avec  la  cubique  E,  osculatrice  au  point  considéré.  Dési- 
gnons par  i  l'ordre  de  ce  contact. 

1°  i  fractionnaire  et  inférieur  à  'j .  —  Dans  le  développement 
de  r  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a:,  le  premier  exposant 
fractionnaire  est  alors  (i  +  1).  Le  terme  aifecté  de  cet  exposant  ne 
peut  disparaître  dans  G,  et,  comme  (/-f-i)  est  inférieur  à  8,  ce 
nombre  est  précisément  le  degré  en  x  de  la  partie  principale  de  G. 
11  en  résulte  pour  l'ordre  de  F  la  valeur  in'^i  —  7),  qui  est  néga- 
tive. Je  pose,  pour  ce  cas,  i  =  "J  —  Q-  L'ensemble  des  systèmes 
circulaires  analogues  figure  donc  dans  la  somme  S  par  l'élément 
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2°  i  entier  ol  inférieur  à  y.  —  J'ai  lait  observer  que  l'ordre  de 
E,  s'il  est  entier,  est  au  moins  égal  à  8.  D'ailleurs,  cet  ordre  est 
[i  -\-  2)  ;  donc,  si  i  est  entier  et  inférieur  à  7,  il  ne  peut  être  que  6. 
Dans  le  développement  de  y  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X,  le  premier  exposant  fractionnaire  est  nécessairement  supé- 
rieur à  7.  S'il  est  en  même  temps  inférieur  à  9,  l'ordre  de  G  lui  est 
nécessairement  égal.  Dans  le  cas  opposé,  l'ordre  de  G  est  égal  ou 
supérieur  au  nombre  9.  On  en  tire  aisément  la  conclusion  suivante  : 
je  désigne  par  [^  -\-  d)  l'ordre  du  contact  de  la  brandie  de  courbe 
considérée  avec  sa  cubique  osculatrice  G.  L'ensemble  des  brandies 
analogues  fournit  au  nombre  S  l'élément  ILd.  On  ne  doit  pas  perdre 
de  vue  que  d  peut  être  négatif;  il  est  alors  fractionnaire  et  supé- 
rieur à  —  2. 

3°  i  égal  an.  —  Dans  ce  cas,  l'ordre  de  E  est  égal  à  9.  Par 
suite,  le  premier  exposant  fractionnaire,  dans  le  développement 
de  7  ,  est  supérieur  à  8.  Il  en  résulte,  pour  G,  l'ordre  8,  en  général  ; 
de  plus,  il  est  impossible  que,  dans  G,  le  terme  du  huitième  ordre 
disparaisse  de  lui-même-,  car  alors  les  deux  cubiques  E,  G  auraient 
plus  de  neuf  points  d'intersection  réunis  à  l'origine,  ce  qui  ne  se 
peut.  Donc,  dans. ce  cas,  les  degrés  des  parties  principales  de  K, 
E,  G  sont  7,  9,  8.  Il  en  résulte  pour  F  l'ordre  zéro  5  donc  les  branches 
considérées  n'interviennent  pas  dans  la  somme  S. 

4°  i  supérieur  à  7.  —  Pour  la  môme  raison,  l'ordre  de  la  partie 
principale  de  G  est  égal  à  8.  Si  je  pose  i  =  7  -f-  e,  j'ai,  pour  l'élé- 
ment fourni  à  la  somme  S  par  les  branches  analogues,  l'élément  2*?. 
On  voit  que  le  cas  précédent  est  compris  dans  ce  dernier,  où  l'on 
doit  faire  alors  e  =  o. 

22.  Les  résultats  des  numéros  précédents,  depuis  le  11°  15,  don- 
nent en  résumé  la  formule 

(aS)  H  -f-  J  -f-  ^f.)  -f-  Zla  -hlb  -h  Id  -\-  le  —  2Zg-=  ^5c  —  6om. 

Dans  cette  formule,  chaque  point  simple  en  lequel  l'ordre  du  con- 
tact de  la  courbe  U  avec  la  cubique  osculatrice  est  égal  à  9  ligure 
pour  une  unité  dans  ^d.  Dans  le  cas  exceptionnel  où  ce  point  est 
en  même  temps  sextactique,  il  ne  ligure  pas  dans  2^/,  mais,  pour 
une  unité  également,  dans  SZ>. 

Je  modifierai  quelque  peu  la  formule.'  (ciS)  comme  il  suit.  Dési- 
IV.  6 
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gnant  provisoirement  parT  la  somme 

je  l'écris 

(26)  H  ^  J  -h  ï  ^-  45c  -  60m. 


On  a  (n"H5ct  17 

>7) 


II  =2(ior  —  25«), 


Je  reprends  la  formule  (10).  Dans  S(/-  —  /z),  je  dois  mettre  à  part 
ce  qui  est  relatif  aux  systèmes  circulaires  qui  figurent  dans  J,  et 
aussi  ce  qui  est  relatif  à  ceux  qui  figurent  dans  Eoi. 

Pour  ceux  qui  figurent  dans  J,  on  a  (n"  17)  Ji'  ^^  ir' \  donc  la 
partie  correspondante  dans  S  (/•  —  îi)  est  —  S/''. 

Pour  ceux  qui  figurent  dans  2co,  on  a  (n°  15)  /•"  =  in'' .  La  partie 
correspondante  dans  'Z[i' — u)  est  donc  ILii" .  La  formule  (10) 
s'écrira  donc 

2  (  r  —  n)  —  2  /•'  +  2  «"  =  3  c-  —  3  m. 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  par  (10)  et  retran- 
chant de  (26),  j'obtiens,  en  vertu  de  (27), 

T_if;2«-^2(v  — 36/')  =:i5(c  — 2m)  +  iol7i", 
ou 

T  +  2 ( V  -  36/-'  )  =r  i5(  c  —  2 m  +  2«  +  I n")  —  51n\ 

La  somme  2/i  -}-  2/i"  +  2S7'  est  ce  que  j'ai  appelé  plus  haut  (n"  12) 
le  nombre  jN.  C'est  le  nombre  total  des  branches  de  la  courbe  qui 
ont  avec  leurs  tangentes  des  contacts  dont  les  ordres  diflèrent  de 
l'unité.  J'écris  donc  la  dernière  formule  comme  il  suit,  en  intro- 
duisant le  nombre  N, 

T  +  2(v  -6/-')  =i5[c-  2/«-^N)— 52/i". 

Enfin,  pour  dernière  transformation  Je  vais  introduire,  au  lieu  du 
nombre  v,  les  ordres  des  contacts  des  branches  correspondantes 
avec  les  cubiques  osculalrices,  douées,  dans  ce  cas,  d'un  rebrousse- 
ment.  Dans  le  cas  d'un  rebroussement  ordinaire,  l'ordre  de  ce  con- 

tact  est  en  général  -)  comme  on  l'a  vu  (n"  17).  Je  le  désigne  d'une 
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r, 

manière  générale  par-  -\-0.  On  a  alors 


2 


V  , 

—  =:  I  o  -{-  -iO; 
r 

et  l'expression  2(v  — Gf')  devient  'Z2r'9  H-24/'-  J'éeris  \v  même 
nombre  plus  simplement  S0  -4-  "xLn' .  Posant  enfin 

j'ai  la  formule  suivante 

T  +  2 ^  =::  i5  (c  -  2m  4-  N)  —  2N'  -  5N", 

que  j'énonce  comme  il  suit  : 

TnÉoràiME  V.  — Soientni^  c  ledegré  et  In  classe d' une coiirheV, ^ 
et  N  le  nombre  total  des  branches  de  cette  courbe  ayant  auec 
leurs  tangentes  des  contacts  d'ordre  dijjérent  de  l'unité;  distin- 
guons, en  outre,  sur  la  courbe  U,  les  particularités  suivantes,  sa- 
voir : 

1°  Les  brandies  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts  d'or- 
dre -   [elles  figurent   déjà  dans  N).  Soit  ^'  leur  nombre;  soit 

aussi,  pour  l'u/ie d'elles,  i  — f-  6     l'ordre  le  plus  élevé  du  contact 

que  l'on  puisse  établir  entre  cette  branche  et  une  branche  de  cu- 
bique (à  rebroussement). 

2°  Les  branches  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts  d'or- 
dre 2  [elles  figurent  également  dans  JN).  Soit  N''  leur  nombre; 
soit  aussi,  pour  l'une  d'elles,  ['j  -h  w)  l'ordre  le  plus  élevé  du 
contact  que  l'on  puisse  établir  entre  cette  branche  et  une  cubique 
(à  inflexion ). 

3"  L^es  branches  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts  du 
premier  ordre,  et  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  contacts 
dont  les  ordres  soient  ou  fractionnaires  et  d'ailleurs  quelconques, 
ou  entiers  et  supérieurs  à  5.  Soit,  pour  V une  d' elles,  [6  -(-  a)  l' or- 
dre de  ce  contact. 

4"  Les  branches  ay  ant  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  con- 
tacts du  cinquième  ordre.  Soit,  pour  l' une  d.  elles,  (8  -f-  b]  l'ordre 
de  son  contact  avec  la  cubique  osculat rice . 

G. 
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5°  Les  branches  ayant  auec  leurs  conù/ues  osculatrices  des  con- 
tacts du  quatrième  ordre,  une  quelconque  d'entre  elles  ayant,  en 
outre,  au  même  point,  un  contact  du  sixième  ordre  avec  une 
brandie  d'une  cubique  dont  ce  point  est  un  point  double.  Soit, 
pour  l'une  d'elles,  (8  H-  d)  l'ordre  de  son  contact  avec  la  cubique 
osculatrice. 

6"  Les  branches  ayant  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  con- 
tacts du  quatrième  ordre,  une  quelconque  d'entre  elles  ayant,  en 
outre,  au  même  point,  un  contact  d' ordre  fractionnaire  et  infé- 
rieur à  7  avec  une  branche  d'une  cubique  dont  ce  point  est  un 
point  double.  Soit  [y  —  g)  l'ordre  de  ce  contact. 

n°  Les  branches  ayant  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  con- 
tacts du  quatrième  ordre,  une  quelconque  d'entre  elles  ayant,  en 
outre,  au  même  point,  un  contact  d'ordre  égal  ou  supérieur  à  7 
avec  une  branche  d'une  cubique  dont  ce  point  est  un  point  double. 
Soit  (7  -f-e)  l'ordre  de  ce  contact. 

On  a,  entre  tous  ces  nombres,  la  relation 

(  10-hlo)-t-3la-hlb-hld-i-le  —  -zls 

^"^'^  =---:i5(c-2m  +  N]-2N'-5N". 


h 


23.  La  relation  (27)  et  le  théorème  V  sont  assurément  bien 
compliqués^  mais  ils  ne  me  semblent  guère  susceptibles  d'être  sim- 
plifiés sans  restreindre  la  généralité.  On  remarquera  que  c'est  uni- 
quement parmi  les  particularités  4  et  5  que  se  trouvent  les  points  en 
lesquels  le  contact  entre  la  courbe  et  une  cubique  ordinaire  s'élève 
au-dessus  du  huitième  ordre.  L'existence  de  la  particularité  4  exige 
une  condition,  tandis  qu'au  contraire  la  particularité  5  existe,  en 
général,  sur  toute  courbe  donnée. 

Je  me  contenterai  d'appliquer  la  formule  (27)  aux  exemples  du 
n°  13.  Pour  une  courbe  qui  n'a  aucune  singularité  au  point  de  vue 
des  coordonnées  ponctuelles,  tous  les  termes  du  premier  membre 
de  (27)  sont  nuls,  sauf  le  terme  2  J,  qui  est  le  nombre  des  points 
en  lesquels  le  contact  de  la  courbe  avec  une  cubique  est  du  neu- 
vième ordre.  Dans  le  second  membre,  N'est  nul.  Les  nombres  N 
et  W  coïncident.  C'est  le  nombre  des  points  d'inflexion.  On  a 
ainsi  E  r/  =  1 5  m  (  5  m  —  7  ) . 

Pour  une  courbe  (jui  n'a  que  des  singularilés  ordinaiies,  et  qui, 
en  outre,  en  ses  points  d'inllexion  et  de  rcbrousseinenl,  n'a  j)as  de 
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contact  exceptionnel  avec  une  cubujue,  on  a 

^d=zi5{c  —  ini  -\-  i  -t-  2r)  —  ^r  —  5i, 

i  étant  le  nombre  des  inflexions  et  /•  celui  des  icbroussemcnts. 
Ces  deux  nombres  sont  liés  d'ailleurs  par  la  relation 

/  —  r  =  3  [  c  —  ni  ] . 
En  dernier  lieu,  soit  la  courbe  dont  l'équation  homogène  est 

p  et  q  étant  des  entiers  positifs,  premiers  entre  eux.  On  doit  ici 
supposer,  en  outre,  p  -f-  </  dillërent  de  3.  Les  nombres  Is'  et  jN"  sont 
nuls.  Le  second  membre  et,  par  suite,  Se/  se  réduisent  à  zéro. 


Note  sur  la  division  niécafiif/ue  de  l'angle;  par  M.  Perrik. 

(Séance  du  21  juillet  i8-5.) 

M.  Brocard  a  communiqué  récemment  à  la  Société  le  principe 
d'un  compas  trisecteur  proposé  par  M.  Laisant,  et  comportant  sept 
tiges  articulées  et  six  articulations,  dont  une  à  glissière.  Je  me  pro- 
pose d'indiquer  ici  un  principe  fort  simple,  permettant  de  con- 
struire un  instrument  au  moyen  duquel  on  réaliserait  la  division 
d'un  angle  en  tel  nombre  de  parties  aliquotes  que  l'on  voudrait. 
Dans  le  cas  particulier  de  la  trisection,  cet  instrument  se  réduit  à 
la  combinaison  de  trois  tiges  articulées,  avec  trois  articulations  dont 
une  à  glissière. 

Voici  en  quoi  consiste  le  principe  dont  il  s'agit.  Soient  OX,  OY 
deux  tiges  articulées  faisant  par  conséquent  un  angle  arbitraire  cj). 
Sur  OX  prenons  une  longueur  arbitraire  OA,  et  imaginons  qu'en 
A  soit  articulée  une  tige  ti  de  longueur  AB  =  OA,  dont  l'extré- 
mité B  soit  assujettie  à  se  mouvoir  sur  OY  ;  puis,  qu'à  cette  extré- 
mité B  soit  articulée  l'origine  d'une  deuxième  tige  t^^  de  longueur 
BC  =  AB  =  OA,  dont  l'extrémité  C  soit  assujettie  à  se  mouvoir 
sur  OX  ;  puis,  en  C,  une  troisième  tige  ^3,  toujours  de  même  longueur 
CD  =  OA,  dont  l'extrémité  D  soit  assujettie  à  rester  sur  OY,  et 
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ainsi  de  suite.  On  voit  sans  peine  que  l'angle  13AX  :=  20,  que 
CBY  =  30»,  DCX  =  4^1  <^t  ainsi  de  suite,  c'est-à-dire  que,  d'une 
manière  générale,  la  n"""«  tige  f„  lait,  avec  celle  des  deux  directions 
fixes  OX,  OY  qui  passe  à  son  point  de  départ  (la  direction  de  f„ 
étant  comptée  en  marchant  de  f„_i  vers  f„^,),  l'angle  [n-hi)(s. 
Pour  obtenir  mécaniquement  la  n^""^^  partie  d'un  angle  donné  a,  il 
suffit  donc  de  déformer  et  de  placer  le  système  articulé  de  telle 
sorte  que  l'articulation  de  t„_i  à  f„_2  soit  au  sommet  de  l'angle 
donné,  que  f„_i  soit  dirigé  suivant  un  des  côtés  de  cet  angle,  et  que 
l'autre  côté  coïncide  avec  celle  des  deux  glissières  OX,  OY  qui 
passe  par  l'articulation  de  f„_i  avec  f„_4.  L'instrument  étant  ainsi 

placé  donnera  non-seulement  -)  mais  -— ?  — -5  •  •  •  ;  il  permet  donc 

^  H  II         11  ^ 

d'obtenir  non-seulement  une  partie  aliquote  quelconque,  mais  une 
fiaction  quelconque  d'un  angle  donné. 

Le  fonctionnement  d'un  appareil  ainsi  construit  deviendrait  pra- 
tiquement d'autant  plus  difficile  que  le  nombre  des  tiges  serait  plus 
considérable;  mais,  si  l'on  se  borne  à  demander  la  trisection  de 


l'angle,  l'appareil  se  simplifie  beaucoup*,  car  on  peut  supprimer  la 
glissière  OY  et  ne  conserver  que  la  tige-glissière  OX  et  les  deux 
tiges  articulées  AB,  BC.  Pour  se  servir  du  compas  trisecteur  ainsi 
construit,  il  suffit  de  placer  l'articulation  B  au  sommet  de  l'angle 
donné  a,  la  tige  BC  sur  l'un  des  côtés  de  cet  angle,  et  de  déformer 
le  système  articulé  jusqu'à  ce  que  le  point  O  vienne  se  placer  sur 

le  prolongement  du  deuxième  côté  BY;  l'angle  XOY  est  égal  à  -^- 

Pendant  cette  déformation,  le  point  A  décrit  un  cercle,  et  la  lon- 
gueur OA  restant  constante,  le  point  O  décrit  un  limaçon  de  Pascal 
ayant  BC  pour  axe,  ('  pour  point  double,  et  B  pour  sommet  de  la 
bou(;le  intérieure.  L'emploi  d(;  ce;  compas  trisecteur  revient  donc 
à  la  construction  géométrique  que  voici  :  Etant  donné  l'angle  YBC, 
construire,  sur  un  des  côtés  comme  axe,  un  limaçon  de  Pascal  dans 
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lequel  la  longueur  totale  de  l'axe  soit  égale  à  trois  l'ois  eelle  d<' 
l'axe  de  la  boucle,  et  dont  le  sommet  de  la  boucle  coïncide  avec  le 
sommet  B  de  l'angle  5  joindre  le  point  double  G  du  limaçon  au 
point  O  où  cette  courbe  rencontre  le  prolongement  du  deuxième 
coté  IÎY5  BOC  est  le  tiers  de  l'angle  donné. 


Ombra  portée  par  un  tore  sur  lui-niéiiie ;  par  M.  Caheiv, 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

(Séance  du  i7i  février  187G.) 

Soit  un  tore  donné  par  son  axe  vertical  oz  al  son  cercle  méri- 
dien c.  Proposons-nous  de  trouver  l'ombre  portée  par  ce  tore 
sur  lui-iiièine,  sans  avoir  recours  à  une  courbe  graphique. 

Soit  m  un  point  de  l'ombre  propre.  Cherchons  l'ombre  portée 
par  ce  point,  c'est-à-dire  l'intersection  du  rayon  lumineux  uik 
qui  passe  en  ce  point  avec  la  surface.  Pour  cela,  imaginons  qu'il 
tourne  autour  de  l'axe  oz.  Il  engendre  dans  ce  mouvement  un 
hyperboloïde  de  révolution  circonscrit  au  tore  et  le  coupant  sui- 
vant deux  parallèles  sur  lesquels  se  trouvent  les  points  cherchés. 
Pour  les  déterminer,  je  coupe  les  deux  surfaces  par  leur  plan 
méridien  principal.  J'obtiens  comme  sections  :  dans  le  tore,  le 
cercle  c,  et,  dans  l'hyperboloïde,  une  hyperbole  tangente  à  ce  cercle 
au  point  in^  situé  sur  le  parallèle  du  point  m.  Nous  obtiendrons 
une  asymptote  et  par  suite  le  centre  de  cette  hyperboh;  en  ame- 
nant la  droite  ///Â,  par  une  rotation  autour  de  oz^  à  être  parallèle 
au  plan  vertical  de  projection.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  sup- 
poserons les  rayons  parallèles  entre  eux  et  au  plan  vertical  de  pro- 
jection :  ink  est  alors  une  asymptote  et  k  le  centre  de  l'hyperbole. 
Cherchons  les  deux  autres  points  d'intersection  «i  et  b^  de  cette 
courbe  et  du  cercle.  Remarquons  pour  cela  que  la  droite  a^  by  est 
parallèle  à  la  direction  symétrique  de  la  tangente  ni^^t  par  rapport 
à  l'axe  oz.  Elle  sera  donc  déterminée  si  l'on  en  a  un  point,  le 
point  milieu  par  exemple.  Or  celui-ci  est  à  l'intersection  de  cd  et 
de  /«y/,  ces  deux  droites  étant  en  direction  symétriques  de  cm^  et  de 
A///,  par  rapport  à  oz.  La  droite  a^b^  étant  menée,  je;  prendrai  ses 
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points  trinterscctiou  a^  et  h^  avec  le  cercle,  je  mènerai  les  paral- 
lèles de  ces  points,  et  je  prendrai  leur  intersection  avec  vik^  ce  qui 
me  donnera  les  points  cherchés  a  ci  b. 

La  nièine  construction  est  applicahle  dans  le  cas  où  la  courbe 
méridienne  du  tore  est  une  conique  quelconque  ayant  un  de  ses 
axes  parallèle  àoz. 

Revenons  au  cas  du  cercle,  et  remarquons  que  la  construction 
que  nous  avons  donnée  peut  être  simplifiée.  Menons,  en  eliét,  l'autre 
asymptote  kt.  de  l'hyperholc.  Prolongeons  la  tangente  en  nii  et  la 
sécante  a^bi  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  p  et  f,  </  et  /•  avec 
les  asymptotes.  Le  quadrilatère  pt/tr  est  inscriptible  dans  un  cercle 
ayant  pour  centre  le  point  c.  La  construction  reviendra  donc  à 
décrire  un  cercle  du  point  c  comme  centre  avec  ot  pour  rayon  et  à 
joindre  les  deux  points  d'intersection  <-/  et  7-  de  ce  cercle  avec  le 
système  des  asymptotes.  Cette  construction  me  donne  la  droite 
«1^1.  On  achèvera  comme  précédemment  la  détermination  des 
points  a  et  b. 


Note  sur  Vcpurc  du  coiioïde ;  par  M.  Cahejx,  élève  de  l'École 
Polytechnique. 

(Séance  du  23  février  187G.) 

Etant  donné  un  conoïde,  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  ho- 
rizontal, une  droite  directrice  D  quelconque  et  un  cercle  direc- 
teur O  dans  le  plan  vertical  de  projection,  trousser  l'ombre  portée 
du  conoïde  sur  lui-même. 

Soit  un  point  m  de  l'ombre  propre,  situé  sur  la  génératrice  mam^ . 
Pour  avoir  l'ombre  portée  par  ce  point,  je  considère  un  para- 
boloïde  de  raccordement  le  long  de  la  génératrice,  et  ayant  pour 
plan  directeur  le  plan  horizontal,  pour  génératrices  la  droite  D  et  le 
rayon  lumineux  Wni.  Ce  paraboloïde  coupe  le  conoïde  donné 
suivant  deux  autres  génératrices,  sur  lesquelles  sont  situés  les 
points  cherchés  et  que  nous  allons  déterminer.  Pour  cela,  je  coupe 
les  deux  surfaces  par  le  plan  vertical  de  projection.  La  section  dans 
le  conoïde  est  le  cercle  O  et  dans  le  paraboloïde  une  hyperbole  tan- 
gente au  cercle  au  point  m,,  x^ous  sommes  donc  ramenés,  comme 
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dans  l'épure  du  tore,  à  trouver  l'intersection  d'un  cercle  et  d'une 
hyperbole  tangente  en  un  point  donné. 

Nous  connaissons  les  directions  asymptotiques  d(;  cette  hyper- 
bole^ il  suffirait  donc  d'en  avoir  un  point  pour  appliquer  une  con- 
struction déjà  donnée. 

Les  directions  asymptotiques  sont  les  traces  sur  le  plan  vertical 
des  deux  plans  directeurs.  L'une  d'elles  est  donc  la  ligne  de  terre. 
Cherchons  un  point  de  l'asymptote  correspondante.  Pour  cela,  re- 
marquons que,  si  nous  coupions  le  paraboloïde  par  une  série  de 
plans  horizontaux,  nous  obtiendrions  des  génératrices  dont  les 
traces  seraient  sur  l'hyperbole  en  question.  Une  de  ces  génératrices 
aura  sa  trace  à  l'intini,  au  moment  où  le  plan  auxiliaire  passera  par 
la  parallèle  au  plan  vertical  qui  rencontre  les  deux  droites  DetR/zi. 
Or  projetons  ces  deux  droites  sur  un  plan  de  profil,  et  le  point  de 
rencontre  de  ces  projections  sur  le  plan  vertical  :  l'asymptote  pas- 
sera par  ce  dernier  point. 

Supposons  cette  asymptote  st  déterminée.  Je  mène  la  tangente 


Ombre  portée  par  le  conoïde  sur  lui-même.  —  Projection  verticale. 

t7iit  au  cercle.  Du  point  O  comme  centre,  avec  Ot  comme  rayon,  je 
décris  un  cercle  et,  par  son  point  de  rencontre  p  avec  la  tangente, 
je  mène  jx/  parallèle  à  la  seconde  direction  asymptotique.  Eu  joi- 
gnant ,sY/,  j'obtiens  les  points  cherchés  b  et  c.  Je  mène,  par  b  et  c, 
des  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  et  je  prends  leur  point  de  ren- 
contre avec  Rm. 

11  peut  arriver  que  la  section  du  paraboloïde  par  le  plan  vertical 
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soit  parabolique,  ce  qui  aura  lieu  toutes  les  fois  que  le  rayon  luiui- 
ueux  et  la  droite  directrice  D  seront  parallèles  à  un  plan  parallèle 
lui-même  à  la  ligne  de  terre.  On  sera  alors  ramené  à  chercher  l'in- 
tersection d'un  cercle  et  d'une  parabole  tangente  à  ce  cercle.  La 
parabole  pourra  être  considérée  comme  déterminée  parce  point  m, 
avec  sa  tangente,  la  direction  de  l'axe,  qui  sera  la  ligne  de  terre,  et 
un  point  quelconque,  la  trace  g  de  la  droite  D  par  exemple.  Nous 
ferons  alors  passer  par  le  point  g  un  cercle  tangent  au  premier 
en  mj.  Nous  mènerons  par  g  une  corde  ggi  parallèle  n  la  direction 


Intersection  d'une  parabole  et  d'un  cercle  tangent. 

symétrique  de  m^  t  par  rapport  à  la  ligne  de  terre.  Par  A,  milieu 
de  cette  corde,  nous  mènerons  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de 
terre,  et,  du  point  O,  nous  abaisserons  une  perpendiculaire  sur  gg^ . 
Parle  point  i  d'intersection,  nous  ferons  passer  une  parallèle  à  gg^ 
qui  rencontrera  le  cercle  aux  points  Z>  et  c  cherchés. 


EXTRAITS  DES  PROCES -VERBAUX. 


SÉANCE    DU   MERCREDI   3   NOVEMBRE   1875, 

PUÉSIDÉE    PAU    M.     MAiNMlIÎIM. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres 
présentés,  ce  sont  : 

MM.  Archer  Ilirst,  directeur  de  l'Ecole  navale  de  Greenvvich 
(Angleterre);    Jung,    professeur  à  l'Institut  technique  de  Milan 


(Italie);  Lacjuière,  capitaine  d'artillerie,  à  Rennes;  Claude-Lafou- 
taine,  ancien  élève  de  l'Kcole  polytedinique,  à  Paris;  Maurice 
Cabart,  garde  général  des  forets,  à  Paris:  II.  Lez,  à  Lorrez-le- 
Bocage  (Seine-et-iMarne). 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication 
Sur  le  papyrus  géonietric/ue  RJiind  du  Musée  hrilaiinique,  et  Sur 
uu  icosaèdre  du  Musée  égyptien  du  Louvre. 

M.  Fouret  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  transfoi- 
mation  de  contact  des  systèmes  des  courbes. 

M.  Halphen  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  17  NOVEMBRE  1875, 

PRÉSIDÉE    PAR    iM.    JORDAN. 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Fouret  complète  la  communication  faite  par  lui  dans  la  séance 
précédente. 

M.  Halphen  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication 
Sur  la  transformation  de  la  loi  de  Bode  et  sur  les  caractéris- 
ti(/ues  numériques  dans  le  système  planétaire . 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  résolution 
d'un  sjstème  d'équations  indéternduées  du  premier  degré. 

M.  de  Polignac  présente  quelques  observations  au  sujet  de  la 
communication  précédente. 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  une  a/>pli- 
calion  des  fractions  continues  à  la  Géométrie. 


SÉANCE  DU  MERCREDI   V'  DÉCEMBRE  187S, 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    JORDAN. 

Est   présenté,  comme    nouveau  membre,  iNL  de   Comberousse, 
professeur  à  l'Ecole  centrale,  à  Paris. 


—  92  — 

M.  PicquoL  fait  à  la  Société  une  communication  6/^/'  une  surface 
remarquable  du  huitième  degré. 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  conser- 
vation du  génie  des  courbes  planes  algébriques  dans  les  transfor- 
mations uniformes. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  1o  DÉCEMBRE   1873, 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    DE    LA    GOURNERIE. 

M.  de  Comberousse  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Chasles  fait  hommage  à  la  Société  de  la  réimpression  de 
1  '^"i perçu  histojique. 

La  Société  vote  à  l'unanimité  des  remerciments  à  M.  Chasles, 
avec  inscription  au  procès-verbal. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  à  la  Société  une  note 
Sur  le  triangle  de  Shang-Kao,  et  une  note  Sur  la  géométrie  pan- 

imaginaire  a  — dimensions. 
^  m 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  un  procédé  uniforme  pour 
trouver  les  points  d'une  courbe  algébrique  à  singularités  quel- 
conques dont  les  coordonnées  et  leurs  dérivées  satisfont  à  une  équa- 
tion de  la  forme  f  ix.r^  -i-  ^  •  •  •  ■>  -^-  )  =  o. 

•^   \    '-^      dx  dx'f 

Le  secrétaire  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  lîrocard,  d'une 
Note  sur  la  détermination  d'une  courbe  par  une  propriété  de  ses 


SÉANCE  DU  MERCREDI  29  DÉCEMBRE  1873, 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    MANNUEIM. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  Bienaymé  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  Varitli- 
métique  pan-imaginaire  et  sur  la  correspondance  des  n  dimen- 
sions d'une  part  et  des  bases  numérales  à  n  cinjjres  d'autre  part. 
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M.  (Catalan  annonor  à  la  Société  la  piil)lication  réconlc  d'une 
Table  de  logarithmes  à  i^  décimales,  ayant  26  pages  et  se  rap- 
portant à  tous  les  nombres  jusqu'à  43o  millions. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  présente  à  ce  sujet  quelques  observa- 
lions  relatives  aux  travaux  antérieurs  de  M.  Koralek. 

M.  Halphen  fait  une  communication  Sui-  le  contact  des  courbes 
planes  avec  les  coniques  et  les  courbes  du  troisième  degré. 

M.  Catalan  fait  une  communication  Sur  une  série  employée  par 
Legendre  pour  la  démonslj-ation  de  V incommensurabilité  de  tt. 

]M.  Halphen  ajoute  quelques  mots  à  ce  sujet. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  le  signe 
de  la  division  chez  les  aiiciens  Egyptiens. 


SÉANCE   DU  MERCREDI   12  JANVIER   1876, 

PRÉSIDÉE    PAR    iM.    DE    LA    GOURNERIE. 

Le  secrétaire  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  Bienaymé,  qui, 
frappé  d'une  grave  maladie  au  moment  où  la  Société  l'élisait  pré- 
sident, et  à  peine  remis  aujourd'hui,  fait  parvenir  à  la  Société  ses 
remercîments  en  même  temps  que  ses  regrets  de  n'avoir  pu  présider 
au  moins  une  des  séances. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  des 
membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil,  cjui  se  trouvent  ainsi 
constitués  : 

Président  honorairo M.  CHASLES. 

Président M.  DE  LA  GOURNERIE. 

,    M.  MANNHEIM. 

„.„...  \    M.  RESAL. 

V.ce-Pres.dents   M.  DARBOUX. 

(    M.  ROUCHÉ. 

^       .     .  (M.  BRISSE. 

Secrétaires ;    ..    ^    ^,, 

\    M.  LAGUERRE. 

...      ^       .,  .  \    M.  FOURET. 

V.ce-Sccreta.res j    ^^    ^^  SAINT-GERMAIN. 

Trésorier M.  ANDRÉ  (Désire). 

.\rchiviste :\I.  HOUBIG.\NT. 
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Membres  du  Conseil 


Membres  du  Conseil  non  résidents.. 


I    M.  RIENAYMÉ. 

M.  BONNET  (Ossian). 

M.  ROURGET. 

M.  CHASLES. 

M.  COLLIGNON. 

M.  HALPHEN. 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

M.  JORDAN. 

M.  LEMONNIER. 

M.  LEVY  (Maurice). 

M.  DE  POLIGNAC. 

M.  PUISEUX. 

M.  AOUST  (l'abbé). 
M.  CLAYEUX. 
M.  PARMENTIER. 
M.  WEYR  (Emile). 


Théorème  concernant  les  surfaces  dont  les  rayons  de  coiirhure 
principaux  sont  liés  par  une  relation;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  8  mars  1876.) 

Les  surlaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque 
point  sont  liés  par  une  relation  satisfont  à  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  troisième  ordre,  indépendante  de  cette  relation. 
Le  théorème  que  je  désire  démontrer  ici  consiste  en  une  interpré- 
tation géométrique  très-simple  de  cette  équation.  On  obtient  ce 
théorème  en  substituant  aux  éléments  du  troisième  ordre  de  la  sur- 
face considérée  leurs  expressions  en  fonction  des  éléments  du  se- 
cond ordre  de  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de 
la  première.  Pour  faire  celte  substitution,  je  me  servirai  de  divers 
résultats  que  j'ai  ol)tenus  dans  une  note  Sur  un  point  de  la  théorie 
des  surf  aces  (  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences,  aa  jan- 
vier 1875). 

Soit  (M)  une  surlace.  Je  considère  un  point  M  de  cette  sur- 
face et  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  A,  L  en  ce  point. 
Soient 

d(')-  -  A  dx  -^  B  d);     ^^  {[)''' ^  <^^  '^  ^  dy 
les  dilfércnliclh's  tolaU\s  des  inverses  de  ces  rayons  de  courbure. 
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L'équalion  aux  dérivées  partielles,  qui  exprime  que  A  el  L  sojil 
liées  par  une  relation,  peut  s'éerire 

(i)  Al)-IiC  =  o. 

Pour  employer  les  mêmes  notations  que  dans  ma  note  précitée,  je 
désigne  par  [j.  et  m  les  deux  centres  de  courbure  principaux  de  (iM) 
au  point  M.  La  surface  des  centres  de  courLure  principaux  étant 
appelée  abréviativement  la  développée,  p.  et  m  sont  les  points  asso- 
ciés de  cette  développée  qui  correspondent  à  M.  Je  désigne  par  pi, 
P2  et  par  ;•, ,  r^  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  développée 
en  fx  et  m,  et  enlin  par  t  et  i  les  courbures  des  sections  normales 
laites  dans  la  développée  en  (x  et  ju  par  les  plans  des  sections  prin- 
cipales de  (M)  dont  les  rayons  de  courbure  sont  respectivement  A. 
et  L.  Avec  ces  notations,  et  en  prenant  pour  axes  la  normale  et  les 
tangentes  principales  de  (M)  en  M,  j'ai,  suivant  la  note  précitée, 
les  formules  suivantes  : 

/2IA-  '       a        i^-'^'^y     c-     iAnlï     1)-.   ' 

Ces  expressions  portées  dans  (1)  donnent 

(3)  r,  r.,p,  P2=  (L  — A)^ 

Ainsi  : 

Théorème.  —  Soit  (M)  une  surface  dont  les  rayons  de  cour- 
hure  principaux  en  chaque  point  sont  liés  par  une  relation;  soient 
m^y.  les  centres  de  courbure  principaux  relatifs  à  un  même  point 
de  (M).  Le  produit  des  quatre  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface  lieu  des  points  /«,  ^i  en  deux  points  associés  est  con- 
stamment égal  à  la  quatrième  puissance  de  la  distance  de  ces 
points. 

Telle  est  la  proposition  que  j'avais  en  vue  d'établir.  Elle  devient 
illusoire  pour  deux  cas  particuliers  :  les  cas  où  (M)  est  une  surface 
de  révolution  ou  une  surface  développable.  Voici  maintenant  une 
remarque.  Dans  la  note  déjà  citée,  j'ai  indiqué,  pour  une  surface 
du  second  degré,  les  relations 

p,p,r:.:~-3(L-A)--'^,         T,  T,  r^:  -   3(A-L)'^^. 
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On  en  conclut 

(4)  r, /-..p,  P2=9(L  — A)'. 

Les  équations  (3)  et  (4)  sont  incompatibles.  On  en  conclut  que, 
parmi  les  surfaces  du  second  degré,  les  cylindres,  les  cônes  et  les 
surfaces  de  révolution  sont  les  seules  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  en  chaque  point  soient  liés  par  une  relation.  On  sait 
aussi  qu'il  existe,  en  général,  sur  une  surface  quelconque,  des 
points  en  lesquels  cette  surface  a  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  chaque  surface  du  second  degré  d'un  certain  faisceau.  Par 
suite,  si  les  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  de  la 
surface  considérée  sont  liés  par  une  relation,  ce  faisceau  se  com- 
pose de  cylindres,  de  cônes  ou  de  surfaces  de  révolution. 

Toute  équation  aux  dérivées  partielles  peut  être  considérée  à 
deux  points  de  vue  :  comme  définissant  une  famille  de  surfaces  ou 
comme  définissant  un  lieu  de  points  sur  une  surface.  A  ce  second 
point  de  vue,  l'équation  (i)  définit,  sur  une  surface  quelconque,  un 
lieu  de  points  dont  on  peut  demander  la  propriété  géométrique 
commune.  Je  vais  l'indiquer  succinctement. 

En  chaque  point  d'une  surface,  il  existe  une  direction  dans  la- 
quelle une  des  courbures  principales  est  stationnaire,  et  une  se- 
conde direction  dans  laquelle  l'autre  courbure  principale  est  éga- 
lement stationnaire.  En  tout  point  pour  lequel  la  relation  (i)  est 
satisfaite,  ces  deux  directions  coïncident.  J'ajoute  qu'aux  points 
correspondants  sur  la  développée,  la  relation  (3)  a  également  lieu, 
et  enfin  que  ce  lieu  de  points  n'existe  pas  sur  les  surfaces  du  se- 
cond degré. 


•Sur  une  for  mule  de  la  théorie  des  surfaces;  par  M.  Ch.  Brisse. 

(Séance  du  22  mars  187C.) 

Soient 

les  équations  d'une  surface,  et  supposons  qu'on  en  déduise  pour  le 
carré  d(^  l'élément  linéaire 

ds'^-FJdu'-^.-G'(h'\ 
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Soient,  eu  outre,  M,  N,  P,  Q,  11,  S  six  fouctious  de  u  et  de  ^'  assu- 
jetties à  vérilier  les  équations  de  Codazzi  : 

-^  ^  +  GM  =  o,     — =  us  —  PQ, 

dv  dv         du 

r/G       „-.  f/P        f/S       --„       -,-, 

-j EN  =  G,     —, ^  =  MO  —  RN, 

du  dv         du 

ES  +  GR  =  o,     -j^  _  ^  =  NP  -  MS. 

r/f         du 

Si  l'on  considère  un  trièdrc  trircctangle  formé  par  les  tangentes  aux 
courLes  t^  =  const.,  ii  =  const.,  et  par  la  normale  à  la  surface,  et 
un  second  trièJre  formé  par  la  tangente,  la  normale  principale  et 
la  binormale  d'une  courbe  tracée  sur  cette  surface  et  coupant  sous 
un  angle  i  les  courbes  r=  const.,  M.  Lagucrre  a  montré  qu'en 
écrivant  que  la  position  des  deux  trièdres  était  déterminée  à  tout 
instant,  on  en  concluait  trois  relations  distinctes  contenant  le  rayon 
de  courbure  p,  le  rayon  de  torsion  ;■,  et  l'angle  C7  de  la  normale 
principale  à.  la  courbe  et  de  la  normale  à  la  surface  : 

dm ;-  =  [Vdu  -T-  Sûff  )  sin  /  -f-  ( R du  4-  Qdv)  cos i , 

ds=^  [Vdu  -4-  èdv)  cosi  —  [l\du  -+-  Qdi')  sin/, 


P 
S'ilrrr 


ds  =  di  +  M  du  -h  N  f/f , 


P 
l'angle  i  étant  lié  à  u  et  à  r  par  les  formules 

ds  cos  /  =  E du,     ds  si  lU  =  G  dv. 

Ces  trois  relations  vont  nous  donner  également  trois  relations 
entre  certains  éléments  de  deux  courbes  tangentes  en  un  point  et 
tracées  sur  une  même  surface.  Eliminons  en  ellét  du  et  c/r,  M  et  ]N, 
elles  deviennent 

(i)  EG^^--^WeS  sin^/+  (GP+EQ)  sin/cos/ +  GRcos^/, 

(2)  EG^^^=GPcos'/+  (ES-GR)sin/cos/-EQsin=/, 

,    >  •        sinctf  di       dE         .      dG   .    . 

3  EG  ^ -=— EG-pM — 7-cosf. j-sini. 

p  ds       dv  du 

IV.  -  7 
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De  la  première  on  conclut,  pour  deux  courbes  S  et  S'  issues 
d'un  niètnc  point  sur  une  même  surface  et  tangentes  entre  elles, 
puisque  le  second  membre  ne  dépend  que  de  sin/  et  cosi, 

c'est  la  formule  de  ÎM.  Ossian  Bonnet. 

De  la  deuxième  on  conclut  de  la  même  manière 

COSw'  COSGT 

'    '  9  9 

c'est  le  théorème  de  Meusnier. 
De  la  troisième  on  conclut  enfin 

sincî'        di'       sinnr        di 

(^)  -Y--^d7  =  ~p-^ds' 

d'où  l'on  tire,  comme  nous  allons  le  faire  voir,  la  formule  de  M.  La- 
guerre. 

Dilférentions,  en  ellct,  l'équation  (2), et,  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (1),  isolons  les  termes  qui  ne  dépendent  que  de  sini  et  de  cos/, 
nous  en  conclurons 

V/o'        I  \  di'       sinro'  dny'       cosm'    dp 


^ds'         r'  j  ds'  [j'       ds'  rj       r/ ds 

'  /c/gj        i\  di       sinm  drs       coscr    dp 


\  ds        r  J  di  p       ds  p      pds 

.Multiplions  membre  à  membre  les  équations  (4)  et  (6),  et  retran- 
clions  de  l'étpiation  (7)  le  double  du  résultat  obtenu,  nous  aurons 

s\nuj' f    dm'       ?.  \   .    roscj'  dp'    _sincj/    ^^7_^ç^\   .    cosm  dp 


^    '      p'     \     ds'        r' j  p'      p' ds'  p     \    ds       r)  p     pds 

Multiplions  (^n'i'm  mendn-e  à  membre  les  équations  (5)   et  (8),  et 
nous  aurons  la  formule  cbercliée 

dm'        :>.\         dp'         .  i„dm       9.\    ,     dp 

p  ds  "     \    ds        r  J       p( 


-«-'^:^-,4H-7fc  =  -«n^i-7hpifc 
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Note  sur  le   tracd  des  e/igrenages  par  a/cs  de  cercle;  perfec- 
tionne/neiit  de  la  nièthode  de  fFillis ;  par  M.  lî.  Léauté. 

(Séance  du  8  mars  1876.) 

Le  but  de  ce  travail  est  d'indiquer  un  perfectionnement  de  la 
méthode  de  Willis,  pour  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de 
cercle. 

Ce  nouveau  procédé  conduit,  pour  la  forme  de  la  dent,  à  une 
approximation  qui  est  de  beaucoup  supérieure  à  celle  que  donne 
le  procédé  de  Willis,  et  cela  sans  modifier  les  opérations  à  elïectuer, 
sans  exiger  la  moindre  complication  dans  les  calculs  5  l'odonto- 
graplie  est  conservé,  son  angle  seul  est  changé. 

Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  parties  :  dans  la  pre- 
mière, je  chercherai  quel  est  le  cercle  cjui,  dans  une  étendue  déter- 
minée, épouse  le  mieux  la  forme  de  la  dent;  dans  la  seconde,  je 
remplacerai  le  cercle  de  Willis  par  nn  autre  cercle  plus  avanta- 
geux, mais  assujetti  à  cette  condition  de  donner  lieu  à  une  suite 
d'opérations  exactement  de  même  nature  que  celles  du  tracé  de 
Willis. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

RECIIEUCIIE   DU  CERCLE  QUI  DIFFÈRE    LE   MOINS   POSSIBLE   d'u\   ARC   d'ÉPICYCLOÏDE 
DANS   LE   VOISINAGE   DE   SON   POINT   DE   REBROUSSEMENT. 

Je  remarque  d'abord  que,  dans  le  voisinage  de  son  point  de  re- 
hroussement,  l'épicycloïde  dilî'ère  très-peu  d'une  déveh)ppante  de 
cercle,  c'est-à-dire  que  le  contact  entre  l'épicycloïde  et  la  dévelop- 
pante osculatrice  est  d'un  ordre  supérieur  à  celui  du  contact  ordi- 
naire d'une  courbe  avec  son  cercle  osculateur.  L'écart  entre  les 
deux  courbes  sera  encore  diminué  si  l'on  considère  un  are  fini, 
mais  petit,  et  que,  au  lieu  de  la  développante  osculatrice  au  point 
de  rebroussement,  on  prenne  une  développante  tangente  à  l'épic}»^- 
cloïde  en  ce  point  et  ayant  même  rayon  de  courbure  moyen  dans 
les  deux  parties  qui  doivent  être  substituées  l'une  à  l'autre. 

Je  considérerai  donc  désornaais  une  développante  de  cercle,  me 
réservant,  lorsqu'il  s'agira  d'une  épicycloïde,  de  déterminer  les  élc- 

7- 
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meiits  de  la  développante  par  les  éléments  moyens  de  l'épicj- 
cloïde. 

Soient  AZ'Z>'D  la  portion  de  la  développante  considérée,  R  le 
rayon  du  cercle,  a  l'angle  de  l'élément  situé  en  D  avec  le  rayon  AO, 
s  la  longueur  de  l'arc  AD;  on  a 

s  =  l\  —• 

2 

La  courbure  de  la  développante  allant  constamment  en  diminuant 
à  partir  de  A,  on  peut  toujours  trouver  un  cercle  tel  que  A^  qui, 
partajit  de  A,  coupe  la  développante  en  deux  autres  points  A  et  A' 
situés  entre  A  et  D.  La  distance  des  deux  courbes  aura  donc  deux 
maximums,  l'un  en  Z>,  l'autre  en  Z>';  ce  sont  deux  maximums  ordi- 
naires, c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  la  distance  des  deux  courbes 
s'y  annule.  Il  y  aura,  en  outre,  un  maximum  absolu  en  D,  à  l'ex- 
trémité de  l'arc  considéré. 

Le  cercle  le  plus  avantageux  sera  celui  pour  lequel  les  deux  plus 


PI    »>". 


grands  de  ces  iiiaximums  seront  égaux;  car, si  cette  condition  n'était 
pas  remplie,  on  pourrait  tracer  un  autre  cercle  dillérant  moins  de 
la  courbe  que  le  cercle  donné. 

Cela  posé,  soient  «05  ^'ti  ^-i  ^cs  valeurs  de  a  aux  maximums  Z;,  Z>', 
I);  p,  Coi  l'^'ui  pi  ^^'s  jayons  de  coin-bure  de  la  développante  aux 
points  y.,  5'o,  a'^,  a,-,  posons 


a 

°'-o   _ 

a. 

—  —X, 

=  x  , 

— 

«g 

«0 

«0 

X,. 


Nommons  (3  l'angle  d'un  élément  quelconque  du  cercle  (pii  doit 
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remplacer  la  développante  avec  la  ligne  AO,  et  représentons  un 
point  du  cercle  par  l'angle  (3  correspondant. 

Puisque  le  point  h  est  un  maximum  de  distance  pour  les  deux 
courbes,  la  normale  en  h  à  la  développante  est  aussi  normale  au 
cercle  ;  le  centre  dé  ce  cercle  est  donc  sur  le  rayon  de  courbure  jOq 
en  b.  Soit  p^  z  le  rayon. 

Les  angles  a  et  |3  sont  toujours  petits,  de  sorte  que  l'on  jDCut 
prendre,  pour  mesure  de  l'écart  des  deux  courbes,  la  dinérence  des 
ordonnées  menées  perpendiculairement  à  AO5  de  plus,  comme  ces 
courbes  se  suivent  de  près,  on  pourra,  au  degré  d'approximation 
que  comporte  la  question,  comparer  les  points  qui  sont  à  une  même 
distance  de  A,  ces  distances  étant  comptées  sur  les  arcs  de  courbe. 

L'ordonnée  ////''  de  la  développante  est 


r 


sina  ds, 
ou,  si  l'on  veut,  à  cause  de  la  petitesse  de  a. 


r 


scds  ^=  -  Su  Xq  .1'^     [  ' 


3 
L'ordonnée  MP  du  cercle  est  de  même 


La  dinérence  des  ordonnées  mesurant  l'écart  des  deux  coui'bes  est 

donc 

5,,  «0  /  3  .r^  —  6        o  \      , 

Z  =  ■ ■  I —  o;r  H-  12  I  X-. 

1 2    \        e 


(')  Car  on  sait  que 
par  suite, 


R< 


et     —  =  x; 


{*)  On  a,  en  eiïct, 

f-- 


/5  =  «0  H =^  «0  — - — ■  +  —  =  =<o  I  -— ^  "i^ — ,    ; 
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Si  l'on  annule  la  dérivée  de  c,  on  trouve  pour  racines 

^  =  I,       X  =  2£  —  I, 

ce  qui  donne 
pour  ^-  =  I ,  «  =  «,,,      z  —  Zo^=  Sodol-  —  y: 

,                         ,                    ,                  ,2—   12e  —  l] 
pour    O:  =:  2£  —  I,       a^^a.^,        2  —  2,=:  5„a„    2£  —  ly' . 

Il  suffit  maintenant,  pour  obtenir  le  cercle  clierché,  d'exprimer  que 
le  maximum  absolu  z^  à  l'extrémité  de  l'arc  est  égal  au  plus  grand 
des  deux  nombres  z^  et  z^ . 

La  donnée  immédiate  du  problème  est  5i,  longueur  de  l'arc  con- 
sidéré, et  mj/^i,  ordonnée  de  l'extrémité  de  cet  arc;  mais  on  voit 
qu'on  arrivera  à  la  solution  en  supposant  .îq  ou  5<o  donné  et  cher- 
chant, parmi  l(;s  cercles  tels  que  ^1  soit  égal  à  Zq  ou  z'^,  celui  pour 

lequel  l'erreur  relative  —^  est  la  plus  petite  possible. 

On  opérera  donc  de  la  manière  suivante  : 

«0  étant  supposé  constant,  on  tracera  une  suite  de  cercles  passant 
par  le  point  A  et  ayant  leurs  centres  sur  la  normale  au  point  h  cor- 
respondant à  sCg  -,  chacun  de  ces  cercles  sera  supposé  terminé  au 
point  5,  tel  que  z^  soit  égal  à  la  plus  grande  des  deux  quantités  z.^ 

et  z ^  \  on  cherchera  ensuite  celui  pour  lequel  — ' —  est  le  plus 

nX\  pi 

petit. 

Cette  manière  d'opérer  a  ce  grand  avantage  qu'elle  n'introduit 
qu'un  seul  paramètre  variable  e,  au  lieu  de  deux  que  l'on  aurait 
eus  en  abordant  le  problème  directement. 

Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  lorsque  je  dis  qu'on  tracera 
luie  suite  de  cercles,  il  ne  s'agit  pas  d'un  tracé  graphique,  mais  bien 
du  calcul  de  leurs  ordonnées   successives  on  plutôt  du  calcul  de 


d'où  il  résulte 

C     Q.    F.    D 
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l'écart  z.  Ce  qui  va  suivre  prouvera  que  ce  calcul  n'est  pas  auss 
long  qu'on  pourrait  le  croire. 

Puisque  a,  est  le  maximum  le  plus   rapproché  de  A,  les  seuls 
cercles  que  nous  ayons  à  considérer  sont  ceux  pour  lesquels 

«'.  >  «u» 

c'est-à-dire 

I 
2e  —  i>  I     ou      -  <.  '• 

Calculons  d'abord  les  ::;  correspondant  à  e  =  2,  et  posons 

12  "^ 


en  représentant  parj'  la  quantité 


/  3.r- —  fi        o  \     , 

y  z=  (  ■ — — bx  +  I  ?.  I  x'. 


Nous  verrons  qu'il  est  ensuite  facile  de  conclure  de  ce  calcul  la 
valeur  de  z  pour  une  autre  valeur  de  e. 
Dans  le  cas  de  e  =  2, 

j-  =  (  -  ^' —  8x  -I-  i)  )  X-. 

La  fonction  entre  crocliets  se  calcule  rapidement  par  la  méthode 
des  différences  j  nous  avons  réuni  dans  le  tableau  suivant  les  diffé- 
rentes valeurs  de  y  correspondant  à  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  i  et  3  : 


X. 

3     , 
-  .i"- 
2 

-8.r  +  9. 

A. 

A=. 

J- 

1 ,0 

2  ,  JOO 

—  o,485 

o,o3 

2 ,  5oo 

• ,  ' 

2,Ol5 

—  0,455 

» 

2,438 

1,2 

1 ,56o 

—  0,425 

)) 

2 ,  24G 

1,3 

i,i33 

—  0,395 

» 

1,918 

1,4 

0,740 

—  o,365 

» 

i,»5o 

1,5 

0,373 

—  0,335 

» 

0,844 

1,6 

o,o4o 

—  o,3o5 

» 

0, 102 

1,7 

— 

o,2GJ 

—  0,275 

» 

—  o,7G5 

-x=  — 8a--+-9- 


1,8 

—  0,540 

1-9 

—  o,-85 

2,0 

—   I , 000 

2,1 

—   i,i85 

2,2 

—   1,340 

2,3 

—   1,465 

2.4 

—    I  ,  :)6o 

2,5 

—    1,625 

2,6 

—    1,660 

2,7 

—   i,6G5 

2,8 

—   I ,640 

2,9 

—  1,585 

3,0 

—   I , 5oo 

d04  — 

A. 

-  0,245 

-  0,2l5 

-  o,i85 

-  o, i55 

-  0,I25 

-  0,095 

-  o,o65 

-  o,o35 

-  o,oo5 

-  0,025 

-  o,o55 

-  o,o85 

-  o, 1 i5 


A'. 

o,o3 


I 

-749 

2 

834 

4 

,000 

5 

,226 

6 

,486 

,750 

8 

,986 

10 

i56 

II 

222 

12 

i38 

12 

858 

i3 

33o 

i3 

5oo 

Il  faut  maintciianl  calculer  les  valeurs  de-)  correspondant  à  d'autres 
cercles,  c'est-à-dire  à  d'autres  valeurs  de  £. 

Or  il  est  évident  que,  pour  une  même  valeur  de  x  et  pour  des 

valeurs  de  -  croissant  en  progression  arilliméticpie,  les  7'  ditlèrent 

par  une  cpiantité  constante  et  égale  à  x'  (3a  " —  6)  si  A  -  =  i . 

Le  tableau  suivant  donne  les  \aleurs  de  ces  dilîérences  pour  des 
valeurs  de  x  comprises  entre  2  et  3  : 


X. 

3.t=  — G. 

A. 

A'. 

x'C'^J:'  — C 

2,0 

6,00 

I  ,23 

0,06 

2)  ,000 

2,1 

7,23 

>,29 

» 

Si, 884 

2,2 

8,52 

1,35 

» 

41,237 

2,3 

9,87 

1,41 

» 

52,212 

2,4 

11,28 

1,47 

» 

61,973 

2,5 

12,75 

1,53 

n 

79><>«7 

2,6 

Iî,28 

1,59 

1) 

96,533 

2,7 

15,87 

I  ,65 

» 

115,692 

2,8 

17,52 

1,7' 

)> 

137,357 

2,9 

19,23 

1,77 

» 

161,724 

3,0 

21  ,00 

1,83 

)) 

1 89 , 5oo 

La  détermination  de  .^1,  et  par  suite  celle  de  r,,  pourra  se  faire  par 


—  io:')  — 
un    tracé  gra[)!nquc   (').   On    commencera    par  construire   à   une 
éclielle  sullisante  la  coudre  des  j  ayant  jc  pour  aljscissc,  relative  au 

cas  de  -  =  o,5,  ce  qui  se  fait  par  le  premier  tableau.  Ou  en  déduit 

ensuite  autant  d'autres  cercles  que  l'on  veut  à  l'aidi'  du  deuxième  ta- 
bleau. Cette  opération  est  aisée,  car  il  sullit  de  prendre  sur  chaque 
ordonnée,  à  partir  de  la  courbe  initiale,  une  série  de  points  é(pii- 
distants  ;  la  distance  de  ces  points  sera  le  centième  des  cliillres  portés 
sur  le  deuxiènu;  tableau  si  l'on  veut  tracer  les  courbes  relatives  à 

des  valeurs  de  -  dillérentes  de •• 

£  lOO 

Ces  couibes  une  fois  tracées,  on  calcule  les  valeurs  de  j^  relatives 
aux  deux  maximums  à  l'aide  des  formules 

et  l'on  cliercbe  sur  eliaque  courbe  le  point  Xi  pour  lequel  j'i  est 
égal  à  la  plus  grande  des  valeurs  précédentes. 

Le  tableau  ci-dessous  donne  les  résultats   obtenus  pour  quatre 
valeurs  de  -  dilleraut  de et   comprenant  la    valeur    inconnue 

c  lOO  '■ 

de  Xi  : 


^0  •  Ja  • 


0,59 

2,23 

3,14 

2,985 

0,60 

2,20 

2,54 

2,880 

0,61 

2,17 

2,o5 

2,790 

0,62 

2,14 

1,54 

2,720 

La  quantité  qui  doit  être  minimum  est    ""    ;  or  z,  est  propor- 
tionnel  à  j',  et  //?,  pi  est  proportionnel  à  x]  ^  si  l'on  calcule  la  valeur 


('  )  On  n'a  l'ait  figurer  clans  le  tableau  ci-Jessus  que  les  valeurs  Je  x  supérieures  à  2, 
car  on  clierclie  la  valeur  jt,  pour  laquelle  ;,  est  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres 
z^  elz'„;  or  cette  valeur  est  Ibrcément  très-supérieure  à  l'abscisse  du  point  d'intersection 
de  la  développante  et  du  cercle  situé  le  plus  près  de  A,  lequel  point,  étant  à  peu  près 
symétrique  de  A  par  rapport  a.  b,  a  son  abscisse  dans  les  environs  de  2. 


—  lOG  ~ 


de  ^)  on  trouve 


.rt 


0,59 

3,14 

0, I 180 

0,60 

2,54 

0,1 o63 

0,61 

*-^>i7 

0,0999 

0,62 

2,14 

0, 10G4 

Le  maximum  clicrclié  correspond  donc  à  une  valeur  de  -  comprise 
entre  0,60  et  o,6si  et  voisine  de  o,()i. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il   est  Lon  de  s'assurer  que,  lorsqu'on 

augmente  x,,  l'erreur  relative  —  va  en  auirmentant.  Or  celte  erreur 
est  proportionnelle  à 

h    12-- 8, 

£  V  £  /  X, 

quantité  dont  le  minimum  est  donné  par 


Cette  valeur  de  Xi  est  réelle  lorsque  e  est  plus  grand  que  o,5,  ce 
qui  est  le  cas  actuel.  A  partir  de  ce  minimum,  la  fonction  est  con- 
stamment croissante  avec  a'i  5  or  ici  e  est  plus  petit  que  — -r  ou,  si 

l'on  veut,  que  1,7  ;  le  minimum  a  donc  lieu  pour  une  valeur  de  x, 
plus  petite  que  3,0.,  c'est-à-dire  intérieure  à  la  plus  petite  des  va- 
leurs inscrites  dans  le  tableau  ci-dessus;  par  suite,  quand  a*,  aug- 

mente,  l'erreur  relative-^  va  bien  en  augmentant,  ce  qui  est  né- 
cessaire pour  que  la  solution  trouvée  réponde  à  la  question. 

On  peut  calculer  avec  plus  d'approximation  la  valeur  de  e  qui 
correspond  au  miniminn  en  faisant  passer  une  parabole  dont  l'axe 
est  parallèle  à  Oj  jiar  les  trois  points 

a:  =  0,60,        ^=:o,6i,         :r  =  o,6?, 
jr=z  o,io63,     7-0,0999,     ;^-.-   0,1064, 

et  cliércliant  le  point  le  plus  bas  de  cette  parabole. 
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On  trouve  alors 


d'où  il  résulte 


-  =  0,609, 


£3=1,642,     ^,=  2,78,     —  =  o,36. 


valeurs  qui  conduisent  à  la  règle  suivante  : 

Pour  remplacer  par  un  cercle  une  épicycloïde  ou  une  dévelop- 
pante dans  une  portion  Kd  voisine  de  son  point  de  rebrousse- 
ment  A,  il  faut  prendre  sur  la  courbe  un  point  b  tel,  que  l'angle  de 
la  normale  en  ce  point  avec  la  normale  en  A  soit  les  o,36  de  l'angle 
de  la  normale  en  d  avec  cette  même  normale  en  A,  mener  la  nor- 
male en  h  et  décrire  un  cercle  ayant  son  centre  sur  cette  normale, 
passant  par  A,  et  dont  le  rayon  soit  égal  à  i,642jOo,  en  désignant 
par  po  !<-'  rayon  de  courbure  en  h. 

Cette  règle  permettrait  évidemment  d'obtenir  dans  chaque  cas 
particulier  le  cercle  le  plus  avantageux  pour  le  profil  d'une  dent; 
mais  cela  exigerait  quelques  raisonnements,  et  le  but  que  nous  nous 
proposons  est  d'arriver  à  un  tracé  identique,  comme  opérations  à 
ellèctuer,  au  tracé  de  Willis.  La  seconde  partie  de  ce  travail  con- 
duira à  ce  résultat. 


SECONDE  PARTIE. 

TRACÉ    PRATIQUE  DES   DENTS   d'eNGRENAGE    PAR   AUCS   DE   CERCLE. 

On  peut  admettre  que  la  saillie  des  dents  en  dehors  de  la  circon- 
férence primitive  est  d'environ  les  o,3i  du  pas.  C'est  la  moyenne 
des  proportions  données  par  les  dillérents  auteurs. 

On  sait  aussi  que  dans  les  engrenages  à  épicycloïde,  engendrés 

par  le  cercle  qui  a  pour  rayon  - — •  a  étant  le  pas,  c'est-à-dire  dans 

les  engrenages  adoptés  par  "NVillis,   l'amplitude    de  prise   c^  est 
donnée  parla  formule  suivante,  si  Ton  prend  le  pas  pour  unité  : 

/7T~6N 
II 


V"S^■ 


6 
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h  étant  le  rapport  entre  la  saillie  des  dents  et  le  pas,  N  le  nombre 
de  dents. 

La  plus  petite  valeur  de  N  étant  12,  on  voit  que  o-j  varie  depuis 
o, 63  jusqu'à  o,yy^  l'amplitude  de  prise  est  donc,  en  moyenne,  les 
o,yo  du  pas. 

Ainsi  l'arc  Kd  de  la  circonférence  primitive  déterminé  par  la 
normale  dl)  à  l'extrémité  de  la  dent  peut  être  regardé  comme  égal 
aux  o,yo  du  pas. 

Mais,  si  je  considère  un  point  m  quelconque  sur  le  profil  de  la 
dent,  il  est  évident  que  l'arc  AM  déterminé  sur  la  circonférence 
primitive  par  la  normale  ni'Sl  en  m  est  proportionnel  à  l'angle  de 
m  M  avec  la  tangente  en  A  à  la  circonférence  primitive,  c'est-à-dire 
à  l'angle  que  nous  avons  nommé  a. 

Or  il  faut  trouver  un  point  h  tel  que  l'angle  a  correspondant  soit 
les  o,3(i  de  celui  qui  correspond  à  l'extrémité  Dj  pour  cela,  il 
suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre 

AB  =  o,36AJ, 
et,  comme  A<^  est  égal  à  0,70*7,  il  en  résulte 

AB=.Ç^ 

4 

Il  faut  maintenant  connaître  la  normale  BZ»^  or  cette  normale,  in- 
terceptant sur  le  cercle  générateur  un  arc  égal  à  —7-  de  la  circonfé- 

renée,  l'angle  de  BZ»  avec  la  tangente  en  B  à  la  circonférence  pri- 
mitive est  de 

3f!o 

Nous  prendrons  donc  pour  angle  fixe  de  l'odontograplie  7°3o'  au 
lieu  de  i  j  degrés  que  prend  ^V  illis,  et  tandis  qu'il  place  le  sommet 

de  cet  instrument  (.'n  un  point  distant  de  A  de  -?  nous  le  placerons 


au  i)oint  distant  sculi'mcnt  de  -y 

4 
Il  ne  nous  reste  plus   (pi'à   trouver  la  grandeur  du   rayon  avec 
lequel  011  doit  tracer  l'arc  de  cerdi'.  Or  nous  avons  vu  que  ce  rayon 
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oLait  égal  à  i,()4po5  <-"ii  dcàignaiit,  par  p^  le  rayon  de  courbure  en  />>  j 
mais  on  sait  que 


P' 


12^.     t:   /  N  -f- 
= sin  — ?    i, — 


6 


2 


4  \N 


c'est-à-dii'c  sensiblement 


„    Ps  +  6 
p„=o5o--  a. 

^  N  +  I  2 

Le  rayon  du  cercle  devra  donc  être 

«  X  I  ,d4  X  o ,  5o  ^- =  o,b2  ^r;^ a . 

'  ^  N  +12  ^  +  12 

C.elte  formule  est  identiquement  de  même  forme  que  celle  de 
Willis,  de  sorte  que  non-seulement  les  opérations  manuelles  du 
tracé,  mais  encore  les  calculs,  sont  les  mêmes  que  dans  le  procédé 
de  Willis. 

iNous  n'avons  considéré  dans  tout  ce  qui  précède  cjue  la  face  de 
la  dent;  pour  passer  au  tracé  du  flanc,  il  suffit  de  cbanger  N  en 
—  ÎN  ,  ce  qui  donne  pour  le  rayon  du  cercle 

0,02  ri a. 

'         N  —  12 

En  résumé,  voici  comment  on  tracera  par  le  nouveau  procédé  un 
engrenage  de  pas  a,  à  /i  dents  : 

1°  Pour  la  face.  —  On  prendra  un  arc  AB  égal  à  y;  on  mènera 

4 
par  l'odontograplie  la  droite  BC  faisant  avec  la  circonférence  pri- 
mitive un  angle  de  y'^So',  et  l'on  décrira  un  arc  de  cercle  passant 

par  A,  ayant  son  centre  sur  bL.  et  pour  rayon  0,02  ;^ «; 

2°  Pour-  le  flanc.  —  On  prendra  un  arc  AB'  égal  à  -?  on  mè- 
nera B'C  faisant  avec  la  circonférence  primitive  un  angle  de  7°3o\ 
et  l'on  décrira  un  arc  de  cercle  passant  par  A,  ayant  son  centre  sur 

B'C  et  pour  rayon  0,82  r^ a. 

'-  "  '      IN  —  1 2 

En  somme,   on  fera  identiquement  la  construction   de  Willis, 
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a 


mais  en  remplaçant  l'arc  -  par  l'arc  -.-,  l'odontograplie  à  i  j  degrés 

^     N  dr  6 
par  l'odontograplie  à  y^^So',  et  le  rayon  de  o,jo  — a  par  un 

Nd=6 
rayon  de  0,82  xj— ^ (i- 

•'  ^       iS  rb  12 

Grâce  à  ces  modifications,  l'approximation  sera  eonsidéi^ablc- 
ment  augmentée;  on  peut  s'en  rendre  compte  aisément. 

L'écart  entre  l'épicycloïde  et  le  cercle  est,  en  cU'et,  comme  nous 
l'avons  vu, 

7^ hx  +  12     X^. 

24     V         £  / 

Pour  comparer  le  procédé  de  Willis  au  procédé  proposé,  il  suffit  de 
comparer  dans  les  deux  cas  les  valeurs  de  cette  quantité. 

Les  erreurs  les  plus  fortes  se  produisent  dans  les  deux  procédés 
pour  l'extrémité  de  la  dent  :  c'est  ce  qui  fixe  la  valeur  de  x\  dans 

le  tracé  de  Willis,  x  =  i  ,4,  e  =  1 ,  ao  =  -;  dans  le  tracé  proposé, 

.r  =  2,78,  £  =  1,642,  5:0  =  y  Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 

l'expression  ci-dessus,  on  trouve  que  l'approximation  obtenue  est 
plus  de  six  fois  plus  forte  par  le  nouveau  procédé  que  par  le  pro- 
cédé de  Willis. 


Sur  les  courhes  du  troisième  ordre;  par  i\L  Lvgicure. 

(Séance  du  3  février   187').) 

1.  Soit  une  cubique  fondamciilale  U  =  o;  en  adoptant  les  nota- 
tions de  M.  Salmon  [lligJier  plane  curves,  p.  i  83  et  suiv.),  je  dési- 
gnerai par  S  et  T  les  deux  invariants  de  U,  ])ar  II  son  liessien  cl 
par  F,  P  et  Q  ses  contrevariants  principaux.  La  liessiennc  de  la 
courbe  aura  donc  pour  équation  H  =  o;  l'équation  tangciitiellc  de 
la  courbe  elle  même  sera  F  =:  o -,  cirécpiallon  langentielle  de  la  cay- 
leyenne  P  =  o. 

La  cubi(jue  fondamciilale  et  sa  bessienne  déterminent  un  fais- 
ceau (U);  une  courbe  (|iU!leoiu[U('  de  ce  faisceau  a  pour  équation 
U  -h  60  II  =  o  ;  je  la  désignerai  par  la  notation  U^. 
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Je  considcrci'al  eu  même  lemps  le  l'aisccau  langcnliel  des  courbes 
déterminées  par  l'équahou  F  —  6pP*  =  o,  et  je  désignerai  par  la 
notation  F^  la  courbe  de  ce  faisceau  qui  correspond  à  une  valeur 
déterminée  de  o. 

2.  Un  système  dt;  trois  points  étant  dc-terminé  sur  une  droite 
par  les  racines  d'une  écpiation  obtenue  en  égalant  à  zéro  un  po- 
lynônu;  du  troisième  degré 

l'appellerai  points  covariants  du  syslcine  les  points  déterminés 
sur  la  droite  par  les  racines  de  l'équation  olîtenue  en  égalant  à  zéro 
le  polynôme  du  second  degré 

( ac  —  b- )  x"-  -r-  [ad  —  bc)  x  -h  [ bd  —  c- ) 
covariant  du  précédent. 

3.  Cela  posé,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

I.  L'ne  droite  quelconque  D  du  plan  de  U  renconlranl  cette 
courbe  en  un  système  de  trois  j)oints ,  les  deux  points  counriants  de 
ce  sjstènie  sont  situés  sur  une  nidnie  cuhicpie  du  faisceau  (U). 

Cette  cubique  rencontre  D  en  un  troisième  point  que  j'appellerai 
le  centre  de  la  droite. 

IL  Par  tout  point  M  du  plan  passent  quatre  droites  ayant  le 
point  M  pour  centre  ;  je  les  appellerai  les  rayons  du  point  M. 

III.  tS/,  d'un  point  quelconque  ^[  de  la  cubique  U,,  on  mène 
des  tangentes  à  la  coniipie  polaire  de  M  par  rapport  à  U,  ces  tan- 
gentes enveloppent  la  courbe  de  sijciè/ne  classe  Fp. 

IV.  Des  six  tangentes  que  l'on  peut  mener  d'un  point  M  de  U 
à  la  courbe  F^,  deux  sont  les  tangentes  menées  du  point  INI  à  sa 
conique  polaire  relati^'ement  «U,  les  quatre  autres  sont  les  rayons 
du  point  M. 

V.  Si  une  droite  se  meut  tangentiellenient  à  F,,  son  centre  dé" 
crit  la  cubique  U,. 

YI.  Si  une  droite  touche  F^  aiL  /)oint  A  et  rencontre  U  aux 
points  a,  b,  c,  les  quatre  points  A,  a^  /?,  c  forment  un  système  har- 
monique. 
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4.  Voici  quelques  conséquences  de  celle  dernière  proposition  : 
Etant  donnée  une  cubique  U,  si  l'on  clierche  les  courbes  jouissant 
de  la  propriété  qu'une  quelconque  de  leurs  tangentes  est  partagée 
barmoniqucment  par  leur  point  de  contact  et  les  trois  points  où 
elle  renconlre  la  cubique  U,  on  trouve  que  ces  courbes  sont  algé- 
briques, et  il  est  facile  d'en  obtenir  une  construction  géomé- 
trique (*). 

A  toute  cubique  U  se  raltaebe  en  en'et  une  intégrale  elliptique 
yic/\  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  Désignons,  en  général,  par  (M) 
la  valeur  de  cette  intégrale  prise  depuis  un  point  convenablement 
cboisi  jusqu'à  un  point  iM  pris  arbitrairement  sur  celte  courbe*,  la 
condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  trois  points  A,  B,  C  de  la 
courbe  soient  en  ligue  droite  peut  s'exprimer  par  la  relation 

(A)  +  (B)  +  (C)^o, 

le  signe  de  la  congruence  indiquant  que  la  somme,  c[ui  se  trouve 
dans  le  premier  mendjre,  est  de  la  forme  m p  ■+-  Jiq^  vi  et  n  désignant 
des  nombres  entiers,  p  et  q  les  deux  périodes  de  l'intégrale. 

Si  une  droite  tourne  autour  d'un  point  A  de  la  courbe,  en  dési- 
gnant par  B  et  C  les  deux  points  variables  où  cette  droite  mobile 
coupe  la  courbe,  on  aura,  en  vertu  de  ce  cjui  précède, 

-(A)=o, 
et,  par  suite, 

(B)-^(C)^o, 

ce  qui  donne  géométriquement  l'intégrale  de  l'équation 

d\  -^dV  =  o. 

Si  maintenant  on  désigne  par  A' le  point  conjugué  barmoniquc 
de  A  relativenumt  à  B  et  C,  on  voit  que  la  droite,  en  tournant  inlini- 
ment  peu  autour  du  point  A',  décrit  sur  la  courbe  deux  segments  in- 
finiment petits  égaux  à  ceux  qu'elle  décrivait  en  tournant  autour  du 
point  A,  l'un  de  ces  segments  étant  décrit  dans  un  sens  contraire. 


(')   loir,  sur  ce  sujet,   ma  Noto  Sur  un  problème  de  Géométrie  relatif  aux  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre,  22  [Joiir/ial  de  Mathématiques,   2*  séiic,  t.  XV). 
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On  a  donc,  dans  ce  cas, 

d\  -d\'  =  o, 

cquation  dont  l'inlégralc  est  (B)  —  (C)  ^o. 

D'où  cette  conclusion  : 

Si  une  coiuhe  est  telle,  qu  une  quelconque  de  ses  tangentes  ren- 
contrant la  cubiqueJJ  en  trois  points  A,  B,  C,  so/i  point  de  contact 
soit  le  conjugué  harmonique  du  point  A  relativement  à  B  et  à  C, 
les  points  variables  B  e^  C  sont  reliés  par  la  relation 

(B)-(C)=o. 

De  là  encore  une  construction  géométrique  simple  de  ces 
courbes. 

Soient,  en  elTet,  h  et  c  deux  points  fixes  pris  sur  la  courbe  et  M 
un  point  mobile  décrivant  cette  courbe.  Menons  les  droites  jMZ»  et 
Me  et  appelons  B  et  C  les  points  où  elles  coupent  respectivement 
U-,  je  dis  que  la  droite  BC  enveloppe  une  courbe  jouissant  de  la 
propriété  énoncée.  Les  trois  points  M,  Z>,  B  étant  en  elïet  en  ligne 
droite,  ainsi  que  les  points  M,  c,  C,  on  a 

(M)  +  (6)  +  (B)^o, 
(M)+(c)  +  (C).^o; 

d'où 

(B)-(C)  =  (6-)-(^')sconst. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que,  pour  obtenir  toutes  les  courbes  clier- 
cliées,  il  suffit,  un  des  points  b  étant  choisi  arbitrairement  et  res- 
tant fixe,  de  faire  varier  le  point  C. 

o.  Quelque  simple  que  soit  la  construction  géométrique  que  je 
viens  de  donner,  elle  se  prêterait  peut-être  difficilement  à  la  re- 
cherche de  l'équation  générale  des  courbes  elles-mêmes. 

Le  théorème  VI  donné  ci-dessus  (3)  permet  d'y  arriver  facile- 
ment. 

On  voit,  en  eftet,  qu'étant  donnée  une  cubique  Up,  la  courbe  de 
sixième  classe  F^,  est  une  solution  de  la  question;  or,  Up  étant  une 
courbe  déterminée,  comme  on  peut  prendre  pour  cubique  fonda- 
mentale une  quelconque  des  cubiques  du  faisceau  (U),  on  voit 
IV.  8 
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qu'il  lui  correspond   une   infinité  de  courbes  1\  dont  l'ensemble 
donne  la  solution  complète  du  problème. 

Pour  achever  la  solution,  changeons  U  en  U  -j-  6^H,  )>  étant  un 
nombre  indéterminé  5  H,  P  et  F  deviennent  alors  respectivement 
(S.VLMON,  loc.  cit.,  p.  189  et  suiv.) 

(  —  2SÀ  —  T/,^  +  SS--'}/ j  U  +  (i  -+-  i2SÀ=  +  2T/')  H, 
P  -h  QA  — i2SP/.^  +  4(SQ-TP)/.' 
et 

(1+  24S/.=  -h8ï/'  — 48S^X')F 

-  24  {).  +  2T A')  P^  -  24  (X'  - 4SA')  PQ  -  8}.'Q=; 

par  suite,  U,  devient 

U[i—  2SÀ  —  T/.^  +  8S-'/;']  +  611  [X+p  (i  +  12S//  +  2TX-^;i], 
ou  simplement  U,  si  l'on  détermine  p  par  la  condition 

_  -X  ^ 

^  ~~  1  +  1 2  S  À-  +  2  T  X^ 

En  effectuant  la  même  transformation  dans  F,,  cette  expression 
devient,  réductions  faites, 

(i-+-24SX'  +  8TX-^  — 48S^X'  ) 

X[(i  +  i2SX^  +  2TX=)F-i8XP^-  i2X^PQ-2X'Q^]; 

l'équation  générale  des  courbes  considérées  est  donc 

(i  +  12 SX'  +  2TX';  F  —  18X  P=  —  1 2X-PQ  —  2X»Q'  =  o. 


Construction  de  la  cJininelte  par  points,  et  division  d'un  arc 
de  cette  courbe  en  n  parties  proportionnelles  à  des  segments 
donnés;  par  M.  G.  Jung. 

(Séance  du   '7  mars  1876.) 

11  est  connu  ([ue  la  chaînette  est  la  courbe  diamétrale  de  deux 
logarithmiques  égah'S  et  symétriquement  placées  autour  de  son 
axe  de  symétrie.  Celte  propriété  peut  même  servir  à  la  construction 
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(le  la  cliaînette  par  poinls,  pourvu  que  les  deux  logarithmiques 
soient  tracées  d'avance. 

Je  me  propose  dans  cette  jNote  de  donner  de  la  chaînette  une 
construction  par  points  qui  n'exige  la  construction  elîective  que  de 
l'une  des  deux  logarithmiques  et  qui  me  parait  très-simple.  Je 
donnerai  aussi  une  règle  pour  la  division  d'un  arc  de  chaînette 
en  Ji  parties  égales  et  pour  la  réduction  de  son  aire  à  une  base  don- 
née. 


\.   Soit 


(•; 


l'équation  de  la  chaînette  rapportée  à   son  axe   de  symétrie   {y) 
supposé  vertical,  et  à  un  axe  [x)   horizontal  et  distant  du  point 
le  plus  bas  A  de  la  courbe,  d'un  segment  égal  à  c. 
Posant 


12] 

on  aura 


j.  =  ceS     )\ 


r- 


ce 


Soient  [fig.  i)  m,  //il  et  Mies  points  des  logarithmiques  (a)  et  de 


Fi 

j.  I. 

^ 

(1/) 

A. 
/ 

■m 

v^ 

\   n 

y/ 

• 

i:.''^ 

M 

^^^-•<S. 

y.-'''' 

M 

m' 

//^ 

^"^^ 

»!«  Y, 

■ — 

P 

0 

i 

>       (*) 

la  chaînette  (i)  correspondant  à  la  même  abscisse  x  =:  OP;  et 
soit  //i'  le  point  de  la  seconde  logarithmique  correspondant  à  l'ab- 
scisse X  ^=  —  OP  =  OP'. 

On  a  évidemment  7//M  =  M///i  (')  et  77i'P'= ///jP^  et,  puisque  le 


(')  Si  J>  est  la  longueur  de  l'arc  de  chaincUe  AM,  on  a  cvidemmeiit 


=  /nM  =  Mw, 


8. 
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serment  m'in^  est  rencontré  par  l'axe  ()  )  à  son  point  milieu,  cet 
axe  (}  )  rencontrera  le  segment  z;//?*' aussi  à  son  point  milieu  n,  et 
Ja  droite  mM  sera  parallèle  à  l'axe  (.r).  Donc  : 

La  corde    t/ui.   unit   deux  points    iii^  ni'   de  la    logarithmique 

yQ=L  ce%  correspondant  à  deux  abscisses  égales  et  opposées, 
rencontre  l'axe  ()  )  en  un  poi/it  n  f/ui,  projeté  horizontalement 
sur   les  ordonnées  exii-ènies    de    la   corde,  fournit  deux  points 

sjinétrit/ues  M,  m  de  la  chaînette  j  =-  \e'  -f-  e    '/ • 

2.   Sur  ce  théorème  est  fondée  la  méthode  suivante  pour  la  con- 
struction de  la  chainette  par  points.  Soit  O  [fig.  2)  l'intersection 

\ 

Fi(T.  2. 


des  axes  rectangulaires  [x]  et  [y)\  sur  [x)^  des  deux  côtés  de  O, 
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prenons  les  seginnils 

^,  =  0,     x,  =  (yî=c,      a:.,  — O2  — 2.C-,    ..,     Xi  =  i)i=i.c, 
x\  =  îri'=  —  c,     x',='i)^'=  —  2.c,...,     x[  =  '(Tî'=  —  i.c, 

et  sur  (1  )  les  S(>grn('nls 

y,=  (J^=:c,     r.=ÏÏT  r-6'.e,    r,="(j2  =  c.e%...,    yi  =  {)i  =  c.e', 
y\=07=c.e-',     y\=z(T2'=:c.e-\...,     ji  =  Oi' =  ce-', 

e  étant  la  base  des  logarithmes  naturels  ('). 

Construisons  les  points  ///,  (.r,,  ),)  et  ///',(.r'  ^)\  )  ("),  et  tirons  la 
corde  ///,m/qui  rencontre  l'axe  [y)  au  point  «^  C*).  Ce  point  se 
projette  horizontalement  sur  les  ordonnées  de  /;/,  et  m'^  en  jM,-  et 
JM-  ('*)  qui  appartiennent  à  la  cliainettc. 

3.  I/ite/-polatioji.  —  Soient  i  et  / -h  i  les  projections  sur  les  axes 
(:r)  et  ()  )  des  deux  points  M,-  et  M,.^.i  ainsi  construits  de  la  cliai- 
nettc, c'est-à-dire  soient  ^'o  J ,  <^"t  ^',+1,  r,+i  les  coordonnées  des 
points  de  la  logarithmique  (jui  ont  uième  abscisse  que  ]M.  et  M/^j, 
et  que  l'on  se  propose  de  ti'ouver  un  autre  point  M^  de  la  chaî- 
nette compris  entre  ces  deux  derniers  points  ('^). 

Posons 


Xr=^ Cl      y 


-v/^ 


le  point  7-,  extrémité  de  Xr  sur  (x),  sera  équidistant  des  points  i  et 
/  4-  I  ^  et,  )',.  étant  la  moyenne  géométrique  entre  7  ,•  et  }  ,  ^.  j ,  son  ex- 


(')  Pour  lu  consti'iicliou  triine  béiie  de  souiiT^nts  égaux  aux  produits  du  sc;;r.iciit  c 

par   les   puissur.ces  d'un  rapport    —■,  toi'/- Culm.vnn,  Die  grapldschc  Statik,  î»"^  édition, 

p.  i5  et  suiv.,  et  Cuemona,  Elementi  di  Calcolo  grofco,  p.  3G  et  suiv.  Ici  il  suflit  dt; 
prendre  m  =;  -2,7  i8«,  n  étant  un  segment  arbitraire. 

(^)  Dans  la  figure,  ces  points  /w^,  in\  sont  indiqués  simplement  par  les  indices  /,  /'. 

(')  Dans  la  ligure,  ce  point  k,  est  indique  par  /„. 

(*)  Dans  la  figure,  ces  points  Î\I;,  I\î,'  sont  indiqués  par  les  indices  /,  i'  en  chiffres 
romains. 

(')  Dans  la  fîg.  2,  on  a  interpolé  les  points  S  (et  S')  entre  O  et  1  (et  les  symétriques^; 
R  (et  R')  entre  1  et  11  (et  les  symétriques). 
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trémité  /•  sur  ( j  )  sera  telle  que 


Or  z=U./X  O.i-hi. 

Lesx,.,j'r  ainsi  obtenus  sont  les  coordonnées  d'un  point  m^  de 
la  logarithmique,  compris  entre  ni;  et  iVi^i. 

De  la  même  manière  on  trouve  les  coordonnées  du  point  m',,  de 
la  logarithmique  compris  entre  ni'^  et  ;;/;  ^,  et  qui  a  son  abscisse 
égale  et  opposée  à  celle  de  t)i^  :  la  corde  ni^m',.  rencontre  (j  )  au 
point  71^  (*)  qui,  projeté  sur  les  ordonnées  de  w^  et  7;/,.,  donne  un 
point  M^  (et  le  symétrique  M',.)  de  la  chaînette  compris  entre  M,- 
etM.  +  i  (M;  etIM;+,  resp.). 


4.   De  l'équation  (i)  on  tire 

gt  :^  j'  —  c"^       cl 


'   1  (.-:_,-?) ='4-' 


C        2  dx 

Si  donc  [fig.  3)  on  fait  sur  (j  )  la  projection  liorizonlale  de 


INI  en  M,  cf  si,  avec  un  cercle  de  centre  O  et  derajon  y  =  OMo,  on 
coupe  la  droite  (z)  (tangente  à  la  courbe  en  A)  en  M',  on  aura 

ÂM'=arc.AM. 

Et  si,  de  M,  on  lire  MT  perpendiculaire  à  OM',  la  droite  MT 
sera  la  tangente  à  la  courbe  en  ]\J. 


('}  Dans  la  fijiirc,  ce  point  «,.  est  indiqué  par  r. 
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5.   DUnsion  d' un  arc  MN  de  didincUc  en  parues  proporlion- 
nelles  à  des  segineiiis  donnes.  —  Soient  {jig-  4)   AM'=  arcAM, 

Fiy.  .1. 

1?/) 

/  '-    -'''    Mo     y^ 

-  ^—^i f  -<^-^ — Wr-;^,'^ 


Aj\'  =  arc  AN   les  segments  de  [z)  déterminés  comme  précédem- 
ment. 

Divisons  le  segment  31' iN'  en/?  parties  proportionnelles  anx  seg- 
ments donnés,  et  soient  i',2', .  ..,/?'  —  i  les  points  de  division. 
Avec  des  circonférences  de  centre  O  et  des  rayons  égaux  à  Oi  , 
Ou',  •.,resp.,  coupons  ())  aux  points  Iq,  2o,  ...,  /'oi  —  i- 
ces  points  se  projettent  horizontalement  sur  la  courbe  en  i, 
a,  .  .  . ,  « —  I,  et  ces  points  divisent  l'arc  donné  ÎMN  en  n  parties 
proportionnelles  aux  segments  donnés. 

G.  RkJ  action  de  l'aire  de  la  chainette  à  une  hase  donnée  ^  ('  )• 
—  Soit  a  l'aire  compi'ise  entre  les  axes  (.r)  et  [j]-,  la  chainette  et 
l'ordonnée  du  point  .M  5  alors 

a  =  es. 


Donc  le  segment  AU'  représente  cette  aire  réduite  à  la  ])ase  c. 

Si  la  ùase  de  réduction  h  est  dillérente  de  c,  on  prendra  sur  (  j) 
le  segment  AB  =  ^,  et  l'on  tirera  du  point  _M'  [fi§,.  4)  la  parallèle 
à  OB  qui  rencontre  [y)  en  iM".  Le  segment  x\M"  représentera  évi- 
demment 1  aire  u  réduite  ri  la  base  h. 


(')  C'cst-à-di:e  rcclicrclio  d'un  segment /",  tel    que  bf  soit  égal  à  celle  aire.   Voir 
Cl'lmann,  /.  c,  p.  i.'i,  8j  et  siiiv.;  Cke.mona,  /.  c,  p.  Jo  et  suiv. 
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Note  sur  les  suhsLitutiojis  linéaires;  par  M.  C.  de  Poligkac. 

(Séance  du  5  avril  1876.) 

Si  l'on  répète  indéfiniment  la  substitution  linéaire 

hx  ->!-  d  hx^  -\-  cl 

X,  =  )       x,^= — )      •  '  •  ■} 

ax  -\-  c  axx  +  c 

on  aura  toujours  un  résultat  de  la  forme 

O.r-I-  S 
Vx  +  Jl  * 

L'expression  générale  de  P,  Q,  R,  S,  en  fonction  de  «,  Z»,  c,  J, 
peut  se  mettre  sous  vine  forme  assez  simple. 

Tout  d'abord  la  nature  même  de  l'opération  par  laquelle  on  passe 
d'une  substitution  PQRS  à  la  suivante  P'Q'Pi'S'  donne 

P'  =  6P  +  «R,     R  =f/P-f-cR, 

mais  ces  formules  peuvent  se  transformer.  Je  dis  qu'on  aura,  quel 
que  soit  le  rang  de  la  substitution  considérée, 

P     o  -  n     s 


a       b  —  c        d 

Admettons  le  fait  jusqu'à  P,Q,R,S;  les  formules  précédentes 
donnent  les  relations 

P'       ,P       „       0' -  R'       />0-rR       S'       ^  S 

a  a  0  —  c  h  —  c  d  d 

Egalant  d'abord  la  première  et  la  troisième,  on  obtient 

V  S  P 

6-  +  Rr=Q4-c-=Q+r.'- 
a  d  a 


par  hypothèse,  ou 


/;  — c   -  =  Q  — R,      -=^ 5 

'a  a       0  —  c 
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donc 

P'_S' 

a        d 
Quant  à  la  deuxième  relation,  elle  se  transforme  ainsi 

Q^-H^  _  (fe-^)Q  +  MQ-^^  -nu-.? 
b-c  ~  b':^o       ~  - ^'  "^  %/ 

par  hypotlièse,  ou 

O^  -  \\!  _  S ' 
h-c    ~  7/  ' 

la  généralité  est  donc  établie. 

Au  moyen  de  cette  remarque,  on  exprimera  P'  et  Q'  en  fonction 
de  P  et  q"^ 

(i)  P'  =  rtQ  +  cP,       Q'=:iQ  +  ^/P; 

R'  et  S'  s'obtiendront  ensuite  en  fonction  de  P'  et  Q'. 
En  général,  on  aura 

P.+„  =  P.  0«  +  R«  P,„     Q„,^,.  ■=  0„,  0„  +  S,„  P,„ 

formules  dans  lesquelles  les  indices  sont  permutables.  Pour /;/  =''5 
la  première  donne 

P:„=P„(Q„  +  R„); 
on  trouvera  encore 

(  Q'  Fx'  -  P'  S'  )  r=  (  /;c  -  ad]  ;  QR  -  PS  1 , 

d'où  l'on  conclura 

(2)  Q„R„— P„S„=(ic  — «f/;", 

et  les  propositions  suivantes  s'établiront  de  procbe  en  proche. 
Pn^Qn^Rn-tSn  sont  liomogèncs  et  de  degré  n  en  a^b^c^d-^ 

P„  conticjit  a  en  facteur  commun  et  est  symétrique  par  rapport 
à  ^  et  c  ; 

P 

Les  lettres  a  cl  d  n'entrent  point  seules  dans  —  et  Q,.,  mais  tou- 
jours leur  produit  5 
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Q„  et  R„  ne  diffèrent  que  par  le  cliangemenl  de  h  en  c  et  vice 
7' ers  a. 

Enfin  de  l'équation  (2)  on  tire,  pour  c  =  b^  ri  =  n^ 

d'où  l'on  conclura,  dans  cette  liypotlièse, 

Qu  +  Vn^{b  -h  a]",     Q,^-V.=  {b-  «)". 

D'ailleurs  les  formules  générales  donneront  aisément,  pour  <Y  =  o, 
c  =  /?, 

l\,  =  nab"-',     Q.,  =  b". 

L'ensemble  de  ces  remarques  nous  conduit  toujours,  dans  le  cas 
de  c  =  ^ ,  aux  formules  suivantes  : 

'         ,        n  (il  —  1  ]  ( /?.  —  2 )  ,     ,      , 
1 . 2 .  i 


\  1.2.3.4.5  J 

,,,^        ,        îiln  —  i],     ,     ,      n(n  —  \][n—i)ln  —  3^,     ,    ,  ;, 
1.2  1.2.3.4 

Pour  avoir  l'expression  générale  de  P,,  et  de  Q„,  il  suffira  de  dé- 
composer les  coefficients  des  puissances  de  ad  en  fondions  de  b  et 
de  c,  d'après  la  loi  de  formation.  Ces  fonctions  seront  symétriques 
dans  P„. 

Désignons  par  la  notation 

{h"'c"-')  [ad'fV,. 

le  coejjicieiil  de  h'"  c'"' { ad  f  dans  le  développement  général  de  P,,, 
on  aura,  eu  égard  aux  formules  (i), 

(5)  (//"c"')  [ad  )*P„z=  (/>"'c'"-')  [ad  )*P„ . ,  +  [b"'c"'')  [ad  )*  Q„^,, 

(6)  [b"-c"-')  («âf)*Q„_,  =(i"'-'c"')  [ad )''Qn-^M^"'c"'r  (rt<//-'P„_s. 

Ces  formides  permettront  de  conclure  de  proclie  en  proclie  les  va- 
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leurs  suivantes: 

(m-l-i)(m-l-2),..  (mH-/r)  {m'-\-i)[m'-hz]...{m'-hlf] 


;7)  {b'"c'"'][adfP„: 


1  . 2 .  .  .  /)■  1 . 2 .  .  .  /r 

avec  /;/  -h  m'  +  2  A  -*-  i  =  //  ; 

""  1.0.../, 

[m'  -(- 1  )  ('/??'+  ">.]  ..Jm'-h  /i  —  0 

^'  1.2...(/,-l)  ' 


b'"C'"')  (m/)*Q„: 


avec  m  ■+-  ui'  -\-  iK  =-.  Il  (  '  ) . 

Eli  elïl't,  admettons  (liypotlièse  qui  se  justifiera  dès  les  premiers 
essais)  que  l'on  ait  trouvé  (b"'c"'')  [arl)''''^  P„_2  sous  la  forme  d'un 
produit  d'une  fonction  de  J7i  par  une  fonction  de  /?/',  soity^_i(m) 
par  f/:_i  ('"'),  fonctions  identiques,  puisque  P  est  symétrique  par 
rapport  à  h  et  c.  Observant  que  ni'  est  constant  dans  la  formule 
relative  à  Q,._i,  on  aura 

[b"'c'"')[ad)''Q„_,={b"-'c""){ad/-Q,.^,  +  fii.,{m)x.f,.J,m'), 

(6'''-'c'''')(rtJ)*Q„_,=  (^''-=6-')(«</)*Q,,_3-i-/<_,i;m-.)X/*-,(m'), 
» 

d'où,  en  ajoutant, 

//^ 

[b-'C-')  [ad]''Q,.^r-=fk-J,m')  y.y _n^,[m]. 


Remplaçant  dans  la  formule  relative  à  P„  et  faisant  cette  fois  varier 
///jusqu'à  zéro,  on  trouvera  exactement  de  même,  observant  qu'ici 


C)  P„  et  Q„  sont  homogènes  et  de  degré  n  ;  mais  P„  contient  a  en  facteur  commun, 
c'est  pourquoi  la  somme  m  -+-  m'  est  moindre  dans  P„  que  dans  Q„. 
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711  est  constant, 

[b-C"')  (a</)*P„=^/,_,(m;x  ^./;_.:/»/)=/A(m)xyi(m'). 

o  u 

On  retrouve  donc,  pour  le  cocftîcicnt  du  terme  général  en  («/■/)*,  une 
expression  de  la  même  forme  que  pour  [ad f~'^ ^  ce  qui  permettra 
de  répéter  le  calcul  indéfiniment. 

La  valeur  même  de  f  s'obtiendra  en  faisant  successivement  T\=o 
cxlx=  I.  Le  premier  cas  se  traitera  directement  et  de  proche  eu 
proche  au  moyen  des  formules 

P'  =  rtQ+cP,     0'=^»Q+(/P, 
et  l'on  verra  aisément  que  les  termes  indépendants  de  ad  sont  : 

l)"    f;" 

Dans  P„,  les  termes  du  développement-^ ; 

Dans  Q„,  />"  simplement. 
En  faisant  ensuite  /.  =  i  dans  la  formule  (6),  on  aura 

(Z»'"c"'')«f/.Q„_,=  [b'"-'c'"')adQ„-,-h  i. 

Faisant  varier  m  jusqu'à  zéro  dans  le  premier  membre,  et  ajoutant 
comme  ci-dessus,  on  obtiendra 

(  b'"  c'"'  )  «t/Qn-,  =:  m  -h  i, 
et,  en  remplaçant  dans  la  formule  (5),  on  aura  de  même 

(  b'"  c'"'  )  adVn  =  (  m  -\-i){  m'  -M  ) . 

On  a  donc 

f^  [  m  )  =  /«  +  I  ; 

on  en  conclut,  eu  égard  aux  remarques  qui  précèdent, 

m  m 

{m  -f- 1)  (/;?-}-?.) 


/.(m)=^/,(m)=:^(/n-f  .)  = 

m 


m-h  i){  m  -h  7.)  [m  -f-  3  ) 


J  .2.3 
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d'après  les  propriétos  connues  des  iionil)res  figurés,   et   ainsi   de 
suite. 

La  comparaison  des  lormules  (y),  (8)  avec  (3),  (4)  conduit  aux 
égalités  sui\antes  : 

m'  =  o 


(9) 


i  .1.  .  .Il  i  .1.  .  .  k 

m  =  0 

niii  —  i] .  .  .!  n  —  ■?.  h  ) 

1.2.  .  .  (  2  /r  + 1  ) 


avec  m  -\-  m'  -\-  ik-\-  i=in^ 

I   m':=0 

■  m -+- i]{m  -{-■?.)..  Jm -i- /,]  (m' -V- i]{m' -V- ■?) . . . [m'-^k  —  i ' 


y 


1  . 2 .  .  .  /r  1 . 2 . .  .  (/r 

71  (  n  —  I  )...('  /i  —  2  /)  + 1 1 
1  . 2  .  .  .  2  /(■ 


avec  m  -}-  ni  -\-  2/1=  n. 

On  peut  déduire  des  formules  (7)  et  (8)  une  règle  extrêmement 
simple. 

La  formule  (7)  donne  chaque  coefficient  de  b'" c'"' [ad]^  sous  forme 
d'un  produit  de  deux  nombres  appartenant  chacun  à  la  (A"  +  i)'^'"^ 
ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  et  dont  la 
somme  des  rangs  est  constante.  Pour  faire  ce  produit,  on  peut 
prendre  les  nombres  ui  sur  la  (A -f-  i)"^""^  colonne  du  triangle,  et 
les  nombre  iii'  sur  la  (A  +  i]"''"^  lig^^^'î  d'où  la  règle  suivante  : 

Pour  P,i.  Ecrire  horizontalement  et  verticalement  la  (A -h  ij'*^'"^ 
ligne  du  triangle  de  Pascal,  puis  former  avec  ces  nombres  une 
table  de  multiplication  de  Pythagore.  Les  hypoténuses  qui  joi- 
gnent les  nombres  de  même  rang  sur  les  deux  côtés  donneront 
les  coefficients,  facteurs  de  (ar/)*,  dans  le  développement  de  P„, 
pour  toutes  les  valeurs  de  Ji. 

Exemple.  —  Termes  en  a^-d'  dans  P„.  La  troisième  ligne  du 
triangle  arithmétique  est 

I     3     6     ioi5...: 


1i6  - 


nous  formons  le  tableau 


n 

5  .. 

I 

3 

6 

lO 

i5 

6  .. 

.  3 

9 

i8 

3o 

45 

7  •• 

.  6 

i8 

36 

6o 

8  .. 

q  .. 

.  lO 

.  i5 

3o 
45 

6o 

m 

et  nous  aurons,  par  exemple, 

-[...)  ad  -r-  [6b-  4-  9^c  +  Ç)c)cûd-  +  .  .  .    • 

A  chaque  puissance  de  nd  correspond  un  tableau  distinct  qui 
sert  pour  toutes  les  valeurs  de  n. 

La  règle  pour  les  ternies  du  développement  de  Q„  est  analogue. 

Pour  Qn'  Former  la  table  de  Pythagore  avec  la  (ÂH-i)"'™''  co- 
lonne et  la  A'*""'^  ligne  du  triangle  de  Pascal  :  les  hypoténuses  don- 
neront les  termes  facteurs  de  {ad y. 

Exemple.  —  Termes  en  a^  d^  dans  Q„.  ]Nous  prenons  la  troi- 
sième colonne  de  la  deuxième  ligne 

n 

4  . . .    I     2     3     4  •  •  •  ''^' 

5  .  .  •     3      6      9     12 

6  ...     6     I?.     i8 

7  .  .  .    lo     2o     3o 


m 

et  nous  aurons 

0.=  6.+  (...)«(/+(66'+6^c  +  3c^;a'</'-f-.  ... 

Les  égalités  (q)  ct(ioj  expriment  que  la  somme  des  nombres 
de  chaque  hypoténuse  dans  les  deux  Tables  donne  un  nombre  fi- 
guré du  triangle  arithmétiipie. 
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On  oblicut  aisL-nieiil,  par  la  règle  préccdenle, 

P,=  a[b  -hc),     Q,  =  //-  +  ad  ; 
P,  =  a  {b'  +  bc  -r-  c'  4-  ad) , 
(}3=  b'-\-  [ib  -f-  c]  ad; 
//- 


P,  =  a 


b-c    +('^-+-2r>^/    , 


Q^=b'+  (3/<-+  '?.bc->r-  c^)ad  4-  a'd' 
h' 


-1-  (3  6'  +  4  ^c  +  3  r/-  )  c<r/  +  a'^d' 


O5  =  (5»'  -f-  (4  /^^  4-  3  i' c  +  2  ic=  +  c' )  ad  +  (3  6  -<-  2 f)  a' d'; 
'b'-c" 


«[' 


+  (4^»'-t-6i-c  4- 6 ^'c' 4- 4c']  m/ 


4-(3/'4-3r, 


•OrtV/H, 


Q,  =  i«  +  (5  6^  4-  4  6'  c  4-  3  ^»-  c-  4-  2  /;6''  4-  c^  )  ad 
-h(6b'+Gbc  +  3 (r )  «-•  d' 4-  f*' f/^; 


P,=  a 


7>' 


-; 4-ia6^4-8i'6'  4-q6'6''4-866-'4-5c«)rtJ 

4-  (6  />-  4-  9 bc  4-  G 6-)  «'  d'  4-  rt' r/^    • 


Q,  =  6'4-(66»4-56^c  4-46'c^4-3/>'6-4-  2Z»c-*4-6'')  rtJ 

4-  (106' 4-  i'?.b'c+  96c'4-4c')r<-f/-4-(4^  4- 3c)  «^i'^/' ; 


Heinarque.  —  Dans  ces  formules,  la  somme  des  coefficients  doit 
toujours  être  égale  à  2""'^  formules  (3)  et  (4),  ou  directement 
par  la  loi  même  de  formation. 
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Sur  un  noiiK'eau  mole  de  génération  des  surfaces  du  troisième 
degré;  par  M.  II.  Picquet. 

(Séance  du  19  avril  187G.) 

1.  Considérons  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées d'un  j)oint  P  à  toutes  les  coniques 

>.,C, +  /,Cj  =  o 
d'un  faisceau  défini  par  les  deux  coniques 

Ci  =  0,       Cj  =  O, 

et  dont  toutes  l(^s  courbes  ont  quatre  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires. Ce  lieu  peut  encore  être  défini  comme  le  lieu  des  couples  de 
points  conjugués  communs  à  toutes  les  courbes  du  faisceau,  points 
situés  sur  les  droites  issues  du  point  P.  De  cette  double  façon  d'en- 
visager le  lieu,  il  résulte,  par  des  considérations  élémentaires  de 
géométrie,  que  c'est  une  courbe  du  troisième  degré  passant 

1°  Par  le  point  donné  P; 

2°  Par  les  quatre  points  A,B,C,I)  réels  ou  imaginaires  qui  ser- 
vent de  base  au  faisceau  :  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  droites 
PA,  PB,  PC,  PD5 

3°  Par  le  point  de  concours  Q  des  polaires  du  point  P  par  rap- 
port aux  coniques  du  faisceau; 

4°  Par  les  sommets  F,  G,  H  des  trois  couples  de  droites  qui  font 
partie  du  faisceau  :  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  droites  QF, 
QG,  Qll  et  la  quatrième  tangente  issue  du  point  Q  de  la  cubique  à 
cette  même  courbe  est  la  droite  QP  qui  est  tangente  en  P. 

En  comptant  la  tangente  en  un  point  pour  deux  points,  on  con- 
naît donc  en  tout  dix-sept  points  di;  la  courbe,  dont  il  est  facile  de 
voir  que  neuf  au  moins  sont  réels  dans  tous  les  cas.  L'équation  de 
la  courbe  est  d'ailleurs 

P,C,-P,C.  =  0, 

P,  =  o  et  Pj  =  ^  étant  les  équations  des  polaires  du  point  P  par 
rapport  aux  coniques  C»  et  C^. 
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Cela  claiil  rappelé,  ronsidérons  une  cubique  fixe,  et,  par  uu 
point  P  de  cette  courlie,  menons-lui  quatre  tangentes  qui  la  touchent 
en  A,  B,  C,!)^  imaginons  le  faisceau  des  coniques  qui  passent  par 
ces  quatre  points  réels  ou  imaginaires.  Si,  par  rapport  à  ce  faisceau 
et  au  point  P,on  détermine  le  lieu  précédent,  on  aura  une  cubique 
qui  aura  avec  la  proposée  les  cinq  points  communs  P,A,B,C,D, 
ainsi  que  les  tangentes  en  A,B,C,D,  qui  sont  les  droites  PA,  Plî, 
PC,  PD,  et  qui,  par  conséquent,  coïncidera  avec  elle  (*).  Elle  pas- 
sera donc  par  les  points  F,  G,  II,  par  le  point  Q,  et  sera  tangente  en 
F,  G,  H  et  P  aux  droites  qui  joignent  ces  quatre  points  au  point  Q. 
JNous  obtenons  ainsi  une  propriété  connue  de  la  cubique  tangente 
en  quatre  points  donnés  à  quatre  droites  concourantes  (*),  ainsi 
qu'un  mode  important  de  génération  des  courbes  du  troisième  de- 
gré dû  à  Maclaurin  ('),  et  dont  nous  avons  dû  donner  la  démon- 
stration qui  précède  pour  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre. 

2.  Avant  de  poursuivre,  indiquons  deux  théorèmes.  Si  le  point  P 
varie  dans  toute  l'étendue  du  plan,  l'équation  de  la  cubique  ren- 
ferme au  premier  degré  deux  paramètres  variables  qui  sont  les  coor- 
données du  point  (1)  ;  on  obtient  donc  un  réseau  linéaire  :  c'est  le 
réseau  des  cubiques  passant  par  les  points  A,B,C,D,F,G,  H.  Si  le 
point  se  meut  sur  une  droite,  on  n'a  plus  qu'un  faisceau,  et  les 
deux  autres  points  communs  sont  les  points  de  contact  de  la  droite 
avec  les  deux  coniques  du  faisceau  ABCD  qui  lui  sont  tangentes  5 
d'où  il  résulte  que  : 

Théorème  I.  —  Les  (juntre  sommets  d'un  quadrilatère,  les  trois 
jwints  de  rencontre  des  couples  de  côtés  opposés,  et  les  deux  points 
conjugués  communs  à  toutes  les  coniques  circonscrites,  situés  sur 


(')  11  se  pourrait  néanmoins  que  les  neuf  points  (dont  huit  sont  confondus  deux  à 
d'ux)  communs  à  ces  deux  courbes  lussent  les  neuf  points  communs  aux  cubiques 
d  un  faisceau.  Mais,  comme  nous  l'a  lait  remarquer  M.  Darboux,  cela  est  impossible; 
car  si,  pour  achever  de  déterminer  une  cubique  du  faisceau,  on  se  donne  un  point 
sur  la  droite  PA,  par  exemple,  cette  droite,  ayant  quatre  points  sur  la  courbe,  en 
fera  partie  tout  entière  :  il  resterait  donc  une  conique  à  laquelle  on  pourrait  mener 
du  point  P  trois  tangentes. 

(-)  Salmon,  II tgher  plane  curvcs,  187^,  p.  129. 

(')  Voir  DE  JoNQCiÉuES,  3Iél(inges  de  Géométrie  pure,  p.  3jG,  à  la  proposition  XllI 
de  la  traduction  du  traité  de  Maclaurin  Sur  les  courbes  du  Cruisièi/ic  def;ré. 

IV.  y 
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une  droite-  (iihilinireincnl  choisie,  sont  las  neujs  points  communs 
à  un  faisceau  de  cubirfues. 

Il  résulte  encore  (!)  de  la  seconde  manière  de  considérer  le  lieu 
que  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  cinq  couples  de  points  conjugués,  si- 
tués sur  des  droites  concourantes,  ne  sont  pas  distincts,  c  est-à- 
dire  ne  déterndnent  j)as  une  coniijue,  les  dix  points  sont  situés 
sur  une  même  cubique  passant  par  le  point  de  concours  des 
droites. 

3.  Ainsi  toute  cubique  peut  être  considérée  d'une  infinité 
de  manières  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées d'un  point  donné  aux  coniques  d'un  faisceau.  Le  point  donné 
est  sur  la  cubique  et  les  coniques  se  coupent  sur  la  cubique  5  le 
faisceau  correspond  au  point,  et  l'on  peut  dire  que  c'est  son  fais- 
ceau conjugué.  Outre  les  quatre  points  qui  lui  servent  de  base, 
chaque  conique  du  faisceau  coupe  la  cubique  en  deux  points  qui 
sont,  par  définition,  les  points  dc^  contact  des  tangentes  issues  du 
point  P  à  la  conique,  et  la  corde  qui  les  joint,  polaire  du  point  P, 
passe  par  le  point  fixe  Q  de  la  cubique,  en  vertu  de  la  définition  du 
point  Q  (1),  lequel  n'est  autre  d'ailleurs  que  le  tangenticl  de  P  (*). 

La  cubique  est  aussi  le  lieu  des  points  conjugués  communs  à 
toutes  les  coniques  du  faisceau,  points  situés  sur  les  droites  issues 
du  point  P.  Si  donc  on  considère  arbitrairement  une  de  ces  courbes, 
les  deux  points  a  et  j3  où  une  sécante  quelconque  issue  de  P  ren- 
contre la  cubique  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
points  a  (il  b  où  elle  coupe  la  conique;  et  si,  la  sécante  venant  à 
tourner,  le  point  a  décrit  la  cubique,  le  point  (3,  conjugué  harmo- 
nique de  a  par  rapport  fi  a  et  ^,  décrira  aussi  la  cubique.  En  d'au- 
tres termes,  si,  par  rapport  au  pôle  P  et  à  la  conique  considérée,  on 
applique  à  la  cubique  la  transformation  à  laquelle  M.  Hirst  a 
donné  le  nom  à'inversion  quadrique  (^),  la  cubique  se  transfor- 
mera en  elle-même. 


(')  Le  t;m[j(Milicl  d'un  point  d'iino  cubique  est  le  troisième  point  de  rencontre  avec 
la  courbe  de  la  tangente  en  ce  point.  (Salmon,  Ibid.,  p.  r.!/.) 

(•;  On  clic  qtiadric  inversion  of  plane  ciirves  {Proceedings  of  the  Itojal  Society, 
i8GJ,  p.  91). 


-  131  - 

A  ce  point  de  vue,  on  peut  dire  que  la  cubique  est  anallni^mn- 
tiqae  eu  donnant  cà  ce  terme  un  sens  plus  généial  que  celui  (ju'il  a 
reçu  jusqu'à  présent.  11  sullirait,  en  eilet,  que  la  conique  fût  un 
cercle  ayant  pour  centre  le  point  P  pour  que  la  transformation  in- 
diquée ne  dilléràt  pas  cU;  la  transi'orniation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques. On  peut  dire  aussi  que  la  conique  est  pour  la  cul)ique 
une  conique  à! anallagniasie  par  rapport  au  pôle  P. 

On  peut  dès  lors  se  demander  quelles  sont  toutes  les  coniques 
qui  remplissent  cette  condition  par  rapport  à  une  cubique.    On 
voit  que,  si  le  point  P  décrit  la  cubique,  le  faisceau  conjugué  sera 
aiî'ecté  d'une  indétermination  du  premier  ordre  et  conséquemment 
engendrera  un  réseau,  mais  ce  réseau  ne  sera  pas  linéaire.  Considé- 
rons enelïet  un  point  a  de  la  cubique  :  h  cliaque  position  du  point  P 
sur  la  cubique  correspondra  un  faisceau  conjugué  dont  une  coniqui; 
passera  par  le  point  a;  de  plus,  lorsque  le  point  P  sera  le  tangen- 
.tiel  de  a,  a  sera  un  des  points  communs  aux  coniques  du  faisceau. 
Toutes  les  coniques  d'anallagmasic  passant  par  le  point  a  seront 
donc  :  i°  celles  du  faisceau  conjugué  du  tangenliel  de  a;  2"  celles 
qui  correspondent  individuellement  à  cliaque  position  du  point  P 
sur  la  cubique.  Parmi  toutes  ces  courbes,  si  nous  cherchons  celles 
qui  passent  par  un  second  point  |3  de  la  cubique,  il  y  a  deux  cas  à 
examiner.  ]\ous  savons  en  elïét  que  les  points  d'intersection  d'une 
conique  d'anallagmasic  avec  la  cubique  sont  :    1°  les  quatre  points 
communs  au  faisceau  dont  fait  partie  la  conique  considérée;  2"  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  à  la  conique  du  pôle  de  trans- 
formation. Si  donc  [3  est  un  des  quatre  premiers,  en  général  il  n'en 
sera  pas  de  même  de  a,  car  les  tangentes  en  ces  deux  points  n'iront 
pas  concourir  sur  la  cubique;  et  alors  le  pôle  sera  le  tangentiel 
de  j3,  fournissant  un  faisceau  conjugué  dans  lequel  une  seule  co- 
nique passe  par  le  point  a.  Si  p  est  un  des  deux  derniers,  alors  a 
peut  appartenir  aux  premiers  et  le  pôle  est  de  même  le  tangentiel 
de  a,  fournissant  une  seule  conique  passant  j^ar  /3.  Enûn,  si  a  et  [3 
sont  les  deux  derniei'S,  la  corde  a|3  passe  par  le  tangentiel  du  pôle; 
si  donc  on  cherche  le  troisième  point  Q  d'intersection  de  aj3  avec 
la  cubique,  et  si  de  ce  point  Q  on  lui  mène  quatre  tangentes,  les 
quatre  points  de  contact  sont  des  pôles  répondant  à  la  question  et 
fournissant  chacun  une  conique  passant  par  les  points  a  et  (3. 

Tinh)ui;MK  111.   —  Les  coiiujues  d'anallagmasic  d'une  cubi(/ue 

9- 
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forment  un  réseau  tel,  que  par  deux  points  de  In  cubi(/ne  passent 
six  coniques  du  reseau.  Les  pôles  correspondants  sont  les  tangen- 
tiels  de  chacun  des  deux  points  et  les  points  de  contact  des  quatre 
tangentes  menées  à  la  cubique  par  le  troisième  point  d  intersec- 
tion avec  cette  courbe  de  la  droite  qui  joint  les  points  donnés. 

Jl  est  évident  que,  sur  ces  six  coniques,  les  quatre  dernières 
seules  satisfont  à  la  condition  que  le  pôle  de  transformation  soit 
le  pôle  par  rapport  à  la  courbe  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  donnés  sur  la  cubique. 

Dans  le  faisceau  conjugué  du  point  P  se  trouve  la  conique  po- 
laire de  ce  point,  puisqu'elle  passe  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  P  à  la  cubiqne  -,  ses  deux  autres  points  d'inter- 
section avec  la  cubique  sont  confondus  en  P.  Ainsi  : 

Théokème  IV.  —  Les  coniques  polaires  des  points  de  la  cubique 
font  partie  du  réseau  d' anallagmasie . 

4.  Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  passer  de  la  transfor- 
mation quadrique  à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. Il  faut  pour  cela  chercher  si,  parmi  les  coniques  d'anal- 
lagmasie,  il  n'y  a  pas  de  cercle  ayant  son  centre  au  pôle.  Puisque 
la  cubique  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
pôle  à  toute  conique  d'anallagmasie,  on  voit  de  suite  qu'elle  devra 
passer  par  les  points  circulaires  de  l'infini,  qui  sont  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  son  centre  5  et  puisque  la 
corde  de  contact  passe  par  un  point  fixe  Q  qui  est  le  tangentiel  du 
pôle  P,  on  voit  encore  que  ce  point  fixe  devra  être  le  troisième 
point  à  l'infini  de  la  cubique,  de  sorte  qu'il  y  aura  quatre  positions 
pour  le  pôle  P,  à  savoir  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  Q,  c'est-à-dire  parallèlement  à  l'asymptote  réelle. 

Réciproquement,  si  la  cubique  passe  par  les  points  circulaires 
de  l'infini,  il  y  a  six  coniques  d'anallagmasie  passant  par  ces  deux 
points,  c'est-à-dire  six  cercles^  mais,  seuls,  les  quatre  précédents 
ont  leur  centre  au  pôle  de  transformation  (3):  ces  quatre  cercles 
constituent  donc  la  solution  de  la  question  :  c'est  le  théorème  de 
M.  Moutard. 

Si  maintenant  le  troisième  point  à  l'infini  de  la  cubique  est  pris 
pour  pôle  P,  le  faisceau  conjugué  auia  pour  base  les  centres  des 
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quatre  cercles,  et  Loiiles  les  conk|ues  tlu  faisceau  seront  conjuguée 
par  rapport  aux  points  cyclicpies,  qui  sont  les  points  d'intersection 
avec;  la  cubique  d'une  certaine  sécante  issue  du  pôle  P^  toutes  ces 
coni(jues  seront  donc  des  hyperboles  équilatères  :  d'où  il  résulte 
que  les  centres  des  quatre  cercles  sont  les  points  communs  à  un 
faisceau  d'hyperboles  équilatères,  sommets  d'un  triangle  et  point  de 
rencontre  d(!s  hauteurs,  ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème 
de  M.  Moutard^  d'où  il  résulte  aussi  que  :  Toute  anallaQniat'ujue 
du  troisième  degré  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangenles 
menées  parallèlement  à  l' asymptote  l'éelle  à  toutes  les  hyperboles 
équilatères  (fui  passent  par  les  tpiatre  pôles  principaux  (  *  ).  Et  l'on 
peut  ajouter,  en  prenant  pour  pôle  l'un  des  pôles  principaux  : 

Théorème  V.  —  Toute  anallagmatuiuc  du  troisième  degré 
peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  d' un  pôle  principal  à  toutes  les  coniques  qui  pas- 
sent par  les  quatre  points  d' intersection  situés  à  distance JiJÙe  de 
la  courhe  avec  le  cercle  de  transformation  correspondant. 

Extension  à  F  espace  des  propriétés  précédentes. 

5.  Cherchons  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  P  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 

^,S,  H-  A2S2  =  o 
appartenant  à  un  faisceau  défini  par  les  deux  surfaces 

S,  z:z:  o,       S2  =  o, 

et  qui  passent  toutes  par  une  biquadratique  gauche. 

Les  points  de  contact  d'une  droite  avec  les  deux  surfaces  du  fais- 
ceau qui  lui  sont  tangentes  sont  les  points  conjugués  communs  à 
toutes  les  surfaces  du  faisceau  situées  sur  cette  droite.  Le  lieu  peut 


(')  Ce  théorùme  est  dû  à  M.  Foiirct,  qui  nous  l'a  coniiiv.iniquc,  et  c'est  dans  le  but 
de  l'étendre  à  l'espace  que  ce  travail  a  été  entrejii'is.  Pour  saisir  l'analogie  du  théo- 
rème qui  cil  est  la  jjénéralisation  (10),  nous  énoncerons  le  premier  ainsi  (]u'il  suit  : 
Toute  aii<dlai(iu(ici<iiic  du  truisiènte  degré  est  le  lieu  i/es  eouides  du  points  conjugués 
coinntuns  à  toutes  tes  lijperboles  é(/uiiatèrcs  passant  par  les  quatre  piiles  principaujc, 
couples  situes  sur  des  parallèles  à  l'asvinptotc  réelle. 
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donc  encore  cire  défini  comme  le  lieu  des  couples  de  points  conju- 
gués communs  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau,  points  situés  sur 
les  droites  issues  du  point  P.  De  cette  double  façon  d'envisager  le 
lieu,  il  résulte  : 

i"  Que  c'est  une  surface  du  troisième  degré  passant  par  le 
point  P.  En  elfet,  sur  chaque  droite  issue  du  point  P  nous  connais- 
sons déjà  deux  points  du  lieu.  D'ailleurs,  pour  que  le  point  P  ap 
partienne  au  lieu,  il  faut  que  la  surface  correspondante  passe  par 
le  point  P;  or  il  y  a  une  surface  du  faisceau  et  une  seule  passant 
par  ce  point  :  c'est  donc  un  point  simple  du  lieu,  qui  dès  lors  se 
trouve  être  du  troisième  degré,  puisqu'il  a  trois  points  sur  toute 
droite  issue  du  point  P; 

a*'  Que  cette  surface  passe  par  la  biquadratique  Bi  et  est  tan- 
gente tout  le  long  de  cette  courbe  au  cône  C4  ayant  cetti;  courbe 
pour  base  et  le  point  P  pour  sommet-,  car,  sur  toute  droite  issue 
du  point  P  et  passant  par  un  point  y.  de  B4,  les  deux  points  conju- 
gués communs  sont  confondus  en  a  ; 

'h°  Qu'elle  passe  par  la  droite  D  commune  aux  plans  polaires  du 
point  P  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau;  car,  sur  toute  droite 
issue  du  point  P  et  passant  par  un  point  Q  de  D,  les  deux  points 
conjugués  communs  sont  P  et  Q.  Tout  plan  passant  par  cette 
droite  D  coupe  en  outre  la  surface  cubique  sui\  ant  une  conique, 
courbe  de  contact  du  cône  de  sommet  P  circonscrit  cà  la  surface  du 
faisceau  pour  laquelle  le  plan  considéré  est  le  plan  polaire  de  P. 
Nous  connaissons  donc  une  des  vingt-sept  directrices  de  la  surface, 
et  le  système  des  coni(]ues  correspondantes,  lesquelles  par  déiini- 
tion  même  appartiennent  au  lieu.  Deux  autres  directrices  s'obtien- 
dront en  remarquant  que,  parmi  les  coniques  en  question,  celb? 
qui  se  trouve  dans  le  plan  de  la  droite  D  et  du  point  P  est  la  courbe 
de  contact  du  cône  de  sommet  P  avec  la  surface  du  faisceau  qui 
passe  par  le  point  P,  cône  qui  se  réduit  au  plan  langent  de  cette 
surface  en  P  et  dont  la  courbe  de  conlaca  devient  les  deux  géné- 
ratrices suivant  lesquelles  le  plan  coupe  la  surface.  Ainsi  les  deux 
génératrices  en  P  de  la  surface  du  faisceau  [P.  B*]  qui  passe  par  ce 
point  appartiennent  au  lieu;  leur  plan  passe;  par  la  droite  D  et 
coupe  alors  la  surface  cubique  sui\aiit  trois  dr-oites;  c'est  irn  des 
quaia rite-cinq  plans  tritarigenls  :  d'ailleur-,  ces  deux  génératrices 
étant  sur  la  surfaci"  [P.  H.  |  rencoiitrenl  cliacune   en  deux  points  la 
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courbe  gaiiclu;  li,^  ce  sont  donc  les  deux  sécanlcs  doubles  que  l'on 
peut  mener  du  point  P  à  IÎ4,  ou  encore  les  deux  génératrices  dou- 
bles du  cône  C;  -, 

4**  Qu'elle  passe  par  les  sommets  F,  G,  H,  K  des  quatre  cônes  du 
faisceau;  car  la  droite  VF^  par  exemple,  peut  être  considérée 
comme  tangente  en  F  au  cône  de  sommet  F.  Le  plan  du  point  F  et 
de  la  droite  D,  plan  polaire  de  P  par  rapport  au  cône  consid<'ré, 
coupe  ce  cône  suivant  deux  droites  qui,  d'après  ce  qui  précède 
(3"),  sont  sur  la  surface  cubique;  c'est  donc  le  plan  tangent  en  F, 
et  nous  avons  ainsi  découvert  les  cinq  plans  tangents  que  l'on  peut 
mener  à  la  surface  parla  droite  D(DP,DF,DG,DH,DK),  en  même 
temps  que  onze  directrices  rectilignes  de  cette  surface.  Les  seize 
autres  s'obtiennent  en  remarquant  que,  si,  par  une  des  deux  direc- 
trices Di,D2  qui  se  croisent  en  P  et  qui  rencontrent  deux  fois  B4, 
on  mène  un  plan  quelconque,  il  coupera  B4  en  deux  autres  points 
a  et  (3,  et  par  suite  la  surface,  outre  la  directrice  considérée,  suivant 
une  conique  qui  passera  par  a  et  j3;  si  le  plan  est  tangent  à  B4  en  y, 
il  renfermera  la  tangente  de  Bi  en  y,  mais  il  renferme  aussi  la 
droite  Py  qui  est  également  tangente  à  la  surface,  puisqu'elle  est 
sur  le  cône  C4  5  le  plan  est  donc  tangent  à  la  surface  en  y,  et  la  co- 
nique se  réduit  à  deux  droites  qui  se  croisent  en  y.  Par  cliaque 
droite  DjDj,  corde  de  B4,  on  peut  ainsi  lui  mener  quatre  plans 
tangents,  ce  qui  fournit  les  seize  autres  directrices  de  la  surface. 

L'équation  de  la  surface  est  d'ailleurs 

P. S,-  P^S.  ^o, 

Pj  ;=  o  et  P2  ^::=  o  étant  les  équations  des  plans  polaires  du  point  P 
par  rapport  aux  surfaces  Sj  et  S^.  11  suffit,  en  effet,  pour  l'obtenir, 
d'éliminer  Àj  et  /^  entre  l'équation  d'une  surface  quelconque  du 

faisceau 

^iS,  -f-  A2S,  =  o 

et  celle  du  plan  polaire  de  P  par  rapport  à  cette  surface 

X.P,  +  ^P,  =  0. 

Nous  résumerons  ces  résultats  dans  l'énoncé  suivant  : 

Le  lieu  lies  j}oinls  de  coiilact  des  tangentes  menées  d  un  point 
don/lé  aux  surjaces  du  second  degré  d'un  faisceau  est  une  sut/ace 
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du  troisième  dcqrc  passant  paj-  le  point  donné,  par  la  biquadra- 
tiqiie  commune  aux  surfaces  du  faisceau  et  tangente  tout  le  Iouît 
de  cette  courbe  au  cône  ayant  cette  courbe  pour  base  et  le  point 
donné  pour  sommet^  passajit  par  les  sommets  des  cpiatre  cônes  du 
faisceau,  et  par  la  droite  commune  aux  plans  polaires  du  point 
donné  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau.  Les  cinq 
plans  tangents  menés  par  cette  droite  à  la  surface  sont  les  plans 
qui  joignent  la  droite  aux  sommets  des  quatre  cônes  du  faisceau  et 
au  point  donné.  Les  vingt-sept  directrices  rectiligjies  de  la  surface 
sont  :  1°  la  droite  précédente  ;  1°  les  deux  sécantes  doubles  que 
l'on  peut  mener  par  le  point  donné  h  la  biquadralique,  base  du 
faisceau,  et  les  huit  droites  suivant  lesquelles  les  cônes  du  faisceau 
sont  coupés  j)ar  les  plans  joignant  leurs  sommets  respectifs  à  la 
jweiinère  droite^  3"  seize  droites,  situées  deux  à  deux  dans  les 
huit  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  la  biquadralique  par 
les  deux  sécantes  doubles  issues  du  point  donné. 

Toutes  ces  propriétés,  sauf"  celle  qui  concerne  le  cône  C4  qui  est 
circonscrit  à  la  surface  tout  le  long  de  la  biquadralique  B^,  ont  été 
énoncées  par  Steincr,  et  démontrées  par  M.  Creniona  dans  deux 
Mémoires  remarquables  qui  ont  fait  époque  dans  l'bistoire  des  dé- 
couvertes relatives  aux  surfaces  du  troisième  degré  (').  Steiner  en 
a  conclu  sans  démonstration  l'existence  des  vingt-sept  droites^  il 
semble  donc  avoir  été  en  possessit)n  de  la  proposition  inverse,  à 
savoir  que,  réciproquement,  toute  surface  du  troisième  degré  peut 
être  engendrée  de  la  façon  précédente.  M.  Cremona  a  démontré 
cette  réciproque  sur  laquelle  nous  allons  revenir,  en  nous  servant 
de  la  propriété  du  cône  C^,  et  nous  obtiendrons  alors  un  premiei- 
mode  de  génération  des  surfaces  du  troisième  degré,  auquel  nous 
donnerons  le  nom  de  mode  de  génération  Steiner-Ciemona. 

G.  Considérons  à  cet  ellèt  une  surface  cubique  fixe  83.  Le  cône 
circonscrit  à  cette  surface  d'un  point  quelconque  de  l'espace  est 
du  sixième  degié^   il  est  langent  à   la  surlace   tout  le  long  d'une 


(')  STti.NKU.  —  L'cbcr  die  Flàchcn  driltcn  Crades  {Jmirnuldc  Crclle,  t.  53,  ;>.  i3.i) 
et  Chkmona.  —  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  troisième  ortZ/c  (lucinc 
Juurnal,  l.  08,  p.  ■;  i  et  loo). 
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courbe  du  sixième  degré,  et  la  coupe;  en  outre  suivant  une  autre 
courbe  de  même  degré,  lieu  des  points  où  chaque  tangente  issue 
du  sommet  rencontre  la  surlace  sans  la  toucher  5  la  première  courbe 
est  également  la  courbe  d'intersection  avec  la  surface  cubique  de  la 
surface  du  second  degré  Sj  polaire  du  point  par  rapport  à  la  surface 
cubique.  Supposons  le  point  P  sur  S3,  et  choisissons  un  des  cent 
trente-cinq  points  de  la  surface  qui  sont  à  l'intersection  di;  deux 
directrices  rectilignes. 

Comme  pour  tous  les  points  de  la  surface,  la  surface  polaire  Ss 
sera  tangente  à  S3  en  P,  et  aura  les  mêmes  lignes  osculatrices-,  mais 
ici  les  lignes  osculatrices  de  la  première  sont  ses  deux  génératrices 
rectilignes,  celles  de  la  seconde  sont  ses  deux  directrices  :  c'est 
donc  dire  que  la  surface  polaire  de  P  passe  par  les  deux  directrices 
de  S3  en  P5  le  reste  de  l'intersection  sera  donc  une  biquadratique, 
et  une  biquadratique  à  deux  points  doubles,  car  si  elle  en  avait 
trois,  la  surface  Sa  qui  la  renferme  couperait  en  outre  S3  suivant 
deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque 
les  deux  directrices  se  croisent  en  P.  Cette  biquadratique  134  a  donc 
deux  points  doubles  apparents,  et  les  deux  sécantes  doubles  issues 
de  P  qui  est  sur  Sa  ne  peuvent  être  que  les  deux  génératrices  rec- 
tilignes de  S2  en  P,  c'est-à-dii-e  les  deux  directrices  de  S3  qui  se 
croisent  en  P.  Le  cône  circonscrit  du  point  P  à  S3  se  composera 
donc  du  cône  Ci  qui  s'appuie  sur  cette  biquadratique  B;  et  qui  a 
les  deux  directrices  pour  génératrices  doubles,  et  du  plan  de  ces 
deux  directrices,  plan  tangent  en  P,  dont  nous  ferons  abstraction. 

Imaginons  maintenant  le  faisceau  des  surfaces  du  second  degré 
qui  passent  par  la  biquadratique  B/,.  Si  l'on  cherche  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  ces  surfaces  j^ar  le  point  P, 
on  aura  une  surface  cubique  passant  par  le  point  P  et  inscrite  dans 
le  cône  C^  tout  le  long  de  la  biquadratique  B;  (5).  Cette  surface 
coïncide  avec  la  surface  S3  5  car,  si  on  la  coupe  par  un  plan  quel- 
conque passant  par  le  point  P,  ce  plan  coupera  les  deux  surfaces 
suivant  deux  courbes  du  troisième  degré  passant  par  le  point  P  et 
tangentes  aux  mêmes  points  à  quatre  droites  issues  de  P,  lesquelles 
coïncident  par  conséquent  (1  ).  On  en  conclut  le  mode  de  généra- 
tion Steiner-Cremona  : 

Toute  surjacc  du  troisicinc  degré  non  réglée  peut  être  co/isi- 
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déree  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  choisi  sur  la  surface,  à  l'inte/ section  de  deux  des 
'vingt-sept  directrices  rectilignes,  à  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  d' un  faisceau  qui  aurait  pour  base  la  biquadratique  gauche 
suivant  laquelle  le  cône  circonscrit  à  la  surface  par  le  point  con- 
sidéré touche  la  surface,  ha  surface  peut  être  ainsi  engendrée  de 
cent  trente-cinq  façons  différentes . 

La  surface  passe  par  les  sommets  des  quatre  cônes  du  faisceau  et 
par  la  droite  D  commune  aux  plans  polaires  de  P  par  rapport  aux 
surfaces  du  faisceau  5  chacune  de  ces  dernières,  outre  la  Liquadra- 
tique  B4,  coupe  la  surface  S3  suivant  une  conique  dont  le  plan,  plan 
polaire  de  P  par  rapport  à  une  surface  du  faisceau,  passe  par  D,  ce 
qui  donnerait  lieu  à  un  énoncé  complétant  le  précédent  (*);  mais 
on  peut  lui  donner  une  forme  plus  générale,  en  ce  sens  que  la  bi- 
quadratique,  base  du  faisceau,  n'a  pas  besoin  d'être  la  courbe  de 
contact  d'un  cône  circonscrit,  et  l'on  peut  dire  : 

THÉORi:ME  M.  —  Lorsqu  un  faisceau  de  surfaces  du  second 
degré  a  pour  base  une  biquadratique  située  sur  une  surface  du 
troisième  degré,  chaque  surface  du  faisceau  coupe  en  outre  la 
dernière  suivant  une  conique  dont  le  plan  passe  par  une  des 
vingt-sept  directrices  reslilignes,  fixe. 

La  première  partie  du  tliéorème  résulte  immédiatement  du  théo- 
rème analogue  de  Géométrie  plane;  il  suffit  de  couper  toute  la  figure 
par  un  plan  quelconque,  variable. 

7.  Si  nous  revenons  au  cas  précédent,  nous  voyons  que  la  sur- 
face cubique  pour  laquelle  nous  venons  d'obtenir  un  premier  mode 
de  génération  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  coupli'S  de 
points  conjugués  communs  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau,  points 
situés  sur  les  droites  issues  du  point  P.  Si  donc  on  considère  arbi- 
trairement une  de  ces  surfaces  Sj,  les  deux  points  a  et  j3  où  une 
sécante  quelconque  issue  de  P  coupe  la  surface  cubique  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  points  a  et  b  où  elle  rencontre 


(')  C.iiEMONA.  —  Mr  moire  t/c   (Jroinciiir  />iirr  sur   /es    sur  faces  du    troisième   ordre 
[■tournai  de  Crelle,  (.  O-S,  p.   iod). 
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S»,  <'t  si,  la  sécante  venant  à  tourner,  le  point  a  décrit  Sj,  le 
point  j3,  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  a  et  h^  décrira 
aussi  S3.  En  d'autres  termes,  si,  par  rapport  au  pôle  P  et  à  la  sur- 
face du  second  degré  considérée,  on  applique  à  S3  la  transformation 
quadrique,  la  surface  Sj  se  transformera  en  elle-même,  et  l'on  peut 
dire  que  la  siirl'ace  S3  est  anaUa^niatiqne  par  rapport  au  pôle  P  et 
à  la  surface  Sj,  laquelle  sera  une  surface  d' anallagmasie . 

D'après  ce  (jui  précède,  ces  surfaces  forment  cent  trente-cinq 
faisceaux  distincts.  Chacune  d'elles  coupe  la  surface  Sj,  outre  la 
biquadratique  B4,  suivant  une  conique  dont  le  plan  passe  par  une 
directrice  rectiligne  D  de  S3,  et  le  pôle  P  correspondant  est  le  point 
de  contact  de  l'un  des  cinq  plans  tangents  menés  par  D  à  S3:  enfin, 
par  la  définition  même  de  S3,  la  conique  est  la  courbe  de  contact 
du  cône  de  sommet  P  circonscrit  à  la  surface  du  second  degré  con- 
sidérée; de  sorte  que,  par  une  conique  C2  de  S3,  passent  cinq  surfaces 
d'anallagmasie,  les  biquadratiques  B4  correspondantes  étant  les 
courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits  à  S3  de  cliacun  des  points 
de  contact  P  des  plans  tangents  menés  par  D  à  S3.  A  chacune  des 
directrices  D  correspondent  ainsi  cinq  faisceaux  d'anallagmasie, 
pour  un  desquels  le  pôle  est  uu  des  cent  trente- cinq  points  P. 
Ainsi  : 

Théorème  VII.  —  Les  surfaces  d'anallagmasie  dUine  surface 
du  troisième  degré  forment  cent  trente-cinq  faisceaux  distincts. 
Il  en  passe  en  général  cent  trente-cinq  par  un  point  donné  de 
l'espace;  par  une  conique  de  la  surface,  il  en  passe  cinq,  et  les 
pôles  correspondants  sont  les  ])oints  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  la  surface  par  la  directrice  de  la  surface  correspondant 
à  la  conique  considérée. 

8.  Considérons  maintenant  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
appartenant  à  un  même  système  linéaire  du  quatrième  ordre,  sur- 
faces dont  l'équation  générale  serait 

(  I  )  X,  S,  +  }.,  S,  +  ?.3  S.  H-  >.,  S4  -r-  \  S,  =--  0 , 

Si  =:  o,  .  .  . ,  S5  =  G  étant  les  équations  de  cinq  surfaces  quelcon- 
ques du  système. 

Un  plan  quelconcjue  détermine  dans  le  système  un  système  plan 
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Je  niùmc  ordre,  dont  les  coniques  renferment  aussi  quatre  indéter- 
minées, et  conséquemment  sont  assujetties  à  une  condition;  on  sait 
que  cette  condition  est  d'être  harmoniquement  circonscrites  à  une 
conique  fixe  C  dont  on  peut  écrire  l'équation  lorsque  l'on  connaît 
cinq  coniques  du  système  :  c'est  la  conique  harmoniquement  in- 
scrite à  ces  cinq  courbes  (^).  Cela  posé,  supposons  que  le  plan 
sécant  vienne  à  tourner  autour  d'une  droite  fixe  D,  et  cherclions 
la  surface  lieu  des  coniques  C.  Remettant  à  une  autre  occasion 
l'étude  géométrique  de  cette  surface  qui  exige  au  préalable  une 
étude  spéciale  du  faisceau,  du  réseau  et  des  systèmes  du  troisième 
et  du  quatrième  ordre,  nous  nous  bornerons  à  constater  analyli- 
quemcnt  quel  en  est  le  degré.  Rappelons  pour  cela  que,  si 

(2)  Aa-+B;î2-i-Cy=-+-  iV^y  4- aGya -+- sHa.S  =  o 


et 


X'^  -4-  6,  j'  +  C,  Z"  -+-  if,  yZ  -t-  1g,  ZX  -^  2hiXX=:  O 


sont  les  équations  tangentielle  et  ponctuelle  de  deux  coniques,  la 
condition  pour  que  la  première  soit  liarmoniquement  inscrite  à  la 
seconde,  ou  la  seconde  harmoniquement  circonscrite  à  la  première, 

est 

Aa,  -l-B6,+  Ce, H-  o.Ff,-h  iGf^,  -+-  2H/«,  =  o. 

Si  la  première  doit  également  être  harmoniquement  inscrite  à  quatre 
autres  coniques,  on  aura,  entre  les  coeiïïcients  tangentiels  de  cette 
courbe,  quatre  conditions  analogues,  et,  eu  éliminant  ces  coeffi- 
cients entre  l'équation  (2)  et  les  cinq  équations  de  condition,  on 
aura,  pour  l'équation  tangentielle  de  la  conique  harmoniquement 
inscrite  aux  cinq  coniques  données,  l'équation 
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C)  loir  notre  Mi-nioirc  Sur  les  imuutunts  communs  à  deux  fonctions  ijutuinicn/ua 
{Comfflcs  rendus  du  Congrès  de  Lille,  \'i-/\,  p.  un).  Si   une  conique  est  harmonique- 
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dans  laquelle  les  mineurs  correspondant  aux  éléments  de  la  pre- 
mière rangée  sont  préeisénKMit,  an  signe  près,  les  eoeiricionls  tan- 
g(;ntiels  A,  B,  C,  2  F,  2G,  2  11,  et  l'équation  ponctuelle  de  la  mèm<; 
courbe  sera,  comme  on  le  sait,  en  faisant  s  =  i,  pour  revenir  aux 
coordonnées  cartésiennes, 


(3; 


Revenons  maintenant  au  système  (i),  et  supposons  que 

rti  x^  +  ôij-''-!-  0,  z^  -+-  di  -+-  iliyz  H-  2m,  zjc 

H-  2/7,  xj'  -+-  ?./;,  X  4-  2  ^,  j  +  2  Ti  2  =  o 

soit  l'équation  ponctuelle  de  la  surface  Sj.  Considérons  un  plan 
quelconque 
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passant  par  l'axe  des  x-^  il  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  dont 
la  projection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

a,  x^-\-  [b,+  2/,  A  -!-  Cl  A^)}^+  2(  w,  1  -h-  n^)xy 

-i-  iihx  H-  2(^1  4-  i\'k)y  H-  <:/,  =  o. 

On  aura  de  même  les  projections  sur  le  même  plan  des  coniques 
d'intersection  des  quatre  surfaces  S2,  S3,  S4,  S5  avec  le  même  plan 
sécant,  et  l'équation  tangeutielle  de  la  conique  liarjnoniquement 
inscrite  aux  cinq  premières,  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la 
courbe  génératrice  du  lieu  dans  le  plan  (4),  s'en  conclura  comme  il 
a  été  dit;  l'équation  ponctuelle  (3)  en  résultera  de  môme.  Elimi- 
nant ensuite  X  entre  cette  équation  et  l'équation  (4),  on  aura  la 
surface  clierchée,  lieu  des  coniques  du  système  contrevariaut  du 
système  (i),  coniques  situées  dans  les  plans  passant  par  l'axe  des  x. 


ment  circonscrite  à  une  aiitie,  celle-ci  est  harnioniqnemcnt  inscrite  à  la  première; 
et  la  conique  harnioniquenicnt  inscrite  à  cinq  coniques  données  joue  dans  le  plan  un 
rôle  tout  à  fait  analogue  à  celui  que  joue  sur  une  droite  le  couple  des  points  conju- 
gués communs  à  deux  couples  donnés. 
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Mais  on  peut  commencer  par  remplacer  X  par  sa  valeur  dans  les 
coeflicients  A,  B,  C,  F,  G,  li  de  l'équation  tangentielle,  de  sorte 
que  l'équation  n'est  autre  que  réquation  (3)  dans  laquelle  A,  B, 
2H,  2G,  2  F,  G  seraient  les  mineurs,  pris  alternativement  avec  le 
signe  -+-  et  le  signe  —,  correspondant  aux  éléimmts  de  la  première 
ligne  du  déterminant 


(3-^  a;3  a  (3 

6,j--^  2/,7  2  4- c,  2-    )-{rhr-^  ni,z)     /?,/'    Xi^'f-^ '''^'. 


lu  y 

b,y 


"ihyz  -4-  f.'j  2' 

2  /.  yz  -+-  Ci  z' 


y  [tu  y 

y{n,y 


nuz] 
m,  z  ' 


l\Z 

i\  z' 
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Tous  ces  coefficients  seront  du  dixième  degré  et  homogènes  en  y 
et  z\  A,  G,  C  seront  divisibles  par  r%  H  ^^  F  par  r"^,  B  par/*.  Fi- 
nalement, l'équation  (3),  qui,  développée,  peut  s'écrire 

-i-  Ax(HF  — BG)4^  ij(GH-AF)  -^AB  — H^=.o, 

parait  être  du  vingt-deuxième  degré;  mais  le  binôme  coefficient  de 
j"^  est  divisible  parj'^'%les  coefficients  de  xj  et  de  j  parj  '%  et  ceux 
des  termes  indépendants  de  7' par  7  **, de  sorte  qu'en  somme  l'équa- 
tion est  divisible  par  j'^'*;  elle  s'abaisse  au  huitième  degré  et  peut 
s'écrire,  en  désignant  par  A,,  B,,  Gj,  Fj,  Gi,  lit  les  coefficients  di- 
visés chacun  par  la  plus  haute  puissance  possible  dej  ., 

A,     II,     G,     X  I 

H,     B,     F,      I 

=  0; 
G,     F.     C,     I 

X       \        \       o  \ 


A,,  Bi,  Gi  sont  du  quatrième  degré.  H,  et  Fi  du  troisième,  B,  du 
second  en  j'  et  ~. 

Ainsi  la  surface  cherchée  est  du  liuitième  degré;  par  suite  l'axe 
des  X  est  une  directrice  singulière  du  sixième  ordre  :  elle  renferme 
en  outre  dix  autres  directrices  rectilignes.  On  sait  en  ell'et  (pu;  le 
lieu  des  droites  de  l'espace  sur  lestpielles  se  trouvent  deux  [)oinls 
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conjugués  à  loulcs  les  surfaces  du  syslèiue  (i)  est  uue  surfaces  réglée 
(lu  dixième  degré  (*).  Chacun  de  ces  couples  de  points  est  une 
coni([ue  intiniuient  aplatie,  harmoniquement  inscrite  au  système; 
comme  l'axe  des  x  rencontre  cette  surface  en  dix  points,  il  y  aura 
dix  plans  passant  par  l'axe  des  x  pour  lesquels  la  conique  généra- 
trice de  la  surface  (5)  se  réduit  à  deux  droites  confondues. 

Si  les  sui laces  du  système  (i)  ont  un  point  commun,  toute  droite 
passant  par  ce  point  les  coupe  suivant  des  couples  de  points  conju- 
gués par  rapport  à  deux  points  confondus  au  point  fixe,  et  peut 
dès  lors  être  considérée  comme  conique  infiniment  aplatie,  harmo- 
niquement inscrite  au  système. 

11  en  résulte  immédiatement  que  le  plan  passant  par  l'axe  des  x 
et  le  point  fixe  fera  tout  entier  partie  de  la  surface  (5),  laquelle 
enfin,  s'abaissera  au  troisième  degré,  si  toutes  les  surfaces  (i)  ont 
cinq  points  communs.  La  droite  fixe  qui  est  ici  l'axe  des  x,  étant 
une;  fois  dans  chacun  des  plans  suivant  lesquels  se  décompose  la 
surface  complète,  demeure  une  fois  sur  la  surface  culjicjue,  et 
chacun  des  cinq  plans  est  tangent  à  la  surface  au  point  corres- 
pondant. 

Théorîîme  VIII.  —  Le  lieu  de  la  conique  hannoniquement  in- 
scrite aux  coniques  du  système  du  quatrième  ordre  que  l'on  ob- 
tient en  coupant  par  un  plan  tournant  autour  d'une  droite  fixe 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  passant  par  cint/  points  est 
une  surface  du  troisième  degré  j>assant  par  la  droite  fixe.  Les 
ciwj  plans  tangents  menés  à  la  surface  pai'  cette  droite  sont  les 
cinq  plans  qui  la  joignent  aux  cinq  points,  lesquels  sont  les  points 
de  contact. 

9.  Réciproquement,  si  l'on  considère  une  surface  cubique  S3  et 
une  directrice  D  de  cette  surface,  on  sait  que  parmi  tous  les  plans 
passant  par  cette  droite,  lesquels  sont  bitangents  à  la  surface,  il  y 
en  a  cinq  qui  la  touchent  encore  une  fois  en  dehors  de  la  droite.  Si, 
relativement  à  la  droite  et  aux  surfaces  du  second  degré  passant 
parles  cinq  points  de  contact  tt,  on  cherche  le  lieu  précédent,  on 
obtiendra  une  surface  cubique  passant  comme  la  première  j)ar  la 


(')  Dahuiiix,  Uidletiii  des  Sciciics  mathématiques  et  astronomiques,    t.  I,  p.  3J7. 
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droite  D,  et  tangente  à  cette  surface  aux  cinq  points  t..  Ces  deux 
surfaces  satisfont  à  dix-neuf  conditions  linéaires  communes,  savoir 
quatre  provenant  de  la  droite  D  et  trois  de  chaque  point  de  contact. 
Elles  ne  peuvent  donc  que  coïncider,  à  moins  que  ces  dix-neuf 
conditions  ne  soient  pas  distinctes.  Faute  de  démonstration  suffi- 
samment rigoureuse,  nous  admettrons  que  ces  conditions  sont  di- 
stinctes, sauf  à  justifier  cette  proposition  par  ses  conséquences  (10). 
La  surface  S3  considérée  peut  donc  être  engendrée  comme  le  lieu 
précédent,  relativement  à  chacune  de  ses  vingt-sept  directrices,  et 
l'on  obtient  ce  nouveau  mode  de  génération  : 

Théokîcme  IX.  —  Toute  surface  du  troisième  degré  peuL  être 
considérée  de  vifigt-sej)t  façons  di/Jérentes  comme  le  lieu  de  la 
conique  liarmoniquenient  inscrite  aux  coniques  du  système  du 
quatrième  ordre  obtenu  en  coupant  par  un  plan  tournant  autour 
d'une  droite  fxe  des  surfaces  du  second  degré  a)  ant  cinq  points 
communs.  La  droite  fixe  est  une  des  inngt-sept  directrices,  et  les 
cinq  points  comniuns  sont  les  points  de  contact  des  cinq  plans  tan- 
gents que  l' on  peut  mener  à  la  surface  par  cette  droite. 

Il  est  bien  entendu  que  la  conique  génératrice  de  la  surface  ne 
peut  être  réelle  si  la  directrice  correspondante  est  imaginaire^ 
mais,  comme  il  y  a  toujours  au  moins  une  directrice  réelle,  ce 
mode  de  génération  peut  convenir  pour  toutes  les  surfaces  du  troi- 
sième degré. 

10.  Cela  posé,  si  l'on  veut  qu'une  surface  cubique  soit  anallag- 
matique  dans  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
il  faut  chercher  s'il  n'y  a  pas,  dans  les  faisceaux  d'anallagmasie  (7), 
de  sphères  ayant  leur  centre  au  pôle  de  transformation.  On  voit 
d'abord  que  la  surface  devra  passer  par  le  cercle  de  l'infini,  puis- 
qu'elle est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
pôle  à  toutes  les  surlaces  du  faisceau  d'anallagmasie  correspondant, 
et  que,  pour  la  sphère  considérée  en  particulier,  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  du  centre  sont  sur  le  cerch;  de  l'infini. 
Réciproquement,  si  la  surface  passe  par  le  cercle  de  l'infini,  il  y  a 
(ùnq  surfaces  d'anallagmasie  jiassant  par  cette  courbe,  c'est-à-dire 
cinq  sphères.  Les  pôles  correspondants  sont  les  points  de  contact 
des  ciu(j  plans  tangents  numés  par  la  droite  à  l'infini  de  la  sur- 
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face  (7)  cl  sont  les  cciUrcs  des  cinq  sphères,  puisque  le  cercle  de 
l'inlini  est  alors  pour  l'une  d'elles  la  courbe  de  contact  du  cône  cir- 
conscrit dont  le  sommet  est  le  pôle  de  transformation  (5). 

Ainsi  toute  surface  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  cercle  de 
l'inlini  est  anallagmalique  par  rapport  à  cin([  pôles  de  transforma- 
tion par  rayons  vecteurs  réciproques.  C'est  la  première  partie  du 
théorème  de  M.  Moutard;  la  seconde  consiste  en  ce  que  ces  cinq 
points  sont  les  sommets  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  :  elle  résulte  de  ce  qui 
précède,  si  l'on  admet  notre  mode  de  génération. 

En  ellet,  d'après  ce  mode  de  génération,  tout  plan  passant  par 
la  droite  à  l'inlini  de  la  surface  ou,  si  l'on  veut,  parallèle  à  la  di- 
rection de  plans  déterminée  par  cette  droite,  coupe  encore  la  sur- 
face suivant  une  conique  harmoniquemcnt  inscrite  à  toutes  les 
coniques  suivant  lesquelles  il  coupe  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  qui  passent  par  les  cinq  pôles,  lesquelles  coniques  sont  alors 
harmoniquemcnt  circonscrites  à  la  première. 

En  particulier,  le  plan  de  l'infini  coupe  toutes  ces  surfaces  sui- 
vant des  coniques  harmoniquemcnt  circonscrites  au  cercle  de  l'in- 
fini qui  est  la  conique  à  l'infini  de  la  surface  cubique  :  c'est  dire 
que  toutes  ces  surfaces  sont  des  hyperboloïdcs  équilatères  (*).  Pour 
tous  les  couples  de  plans  passant  par  les  cinq  points,  cette  condi- 
tion se  traduit  par  la  perpendicularité  :  donc,  tout  plan  passant 
par  deux  des  points,  et  par  suite  la  droite  qui  joint  ces  deux  points, 
sont  perpendiculaires  sur  le  plan  des  trois  autres  ;  donc  quatre  quel- 
conques des  cinq  points  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  dont  les 
hauteurs  se  rencontrent  au  cinquième. 

Si,  au  contraire,  on  admet  cette  relation  réciproque  entre  les  po- 
sitions des  cinq  points,  elle  confirme  notre  mode  de  génération,  eu 
tant  qu'il  paraîtrait  reposer  sur  une  hypothèse  gratuite  (9),  et  le 
démontre  alors  rigoureusement.  Si,  en  elïet,  les  cinq  points  satis- 
font à  cette  relation,  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  les 


(')  Voir  notre  Mémoire  déjà  cité,  p.  i233.  Il  y  est  démontré  que,  si  la  coniquo 
à  l'infini  d'une  surface  du  second  degré  est  harnioniquenient  circonscrite  au  cercle 
de  l'infini,  la  somme  des  carrés  des  coeilicients  des  variables,  en  coordonnées  carte- 
siennes  rectangulaires,  est  nulle. 

IV.  lO 
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renferment  sont  dos  hypcrboloïdes  cquUatèrcs  ('),ot  par  suite  sont 
liarmoniquement  circonscrites  à  la  conique  à  l'infini  de  la  surface 
cubique.  Au  moyen  d'une  transformation  liomograpliique,  ce  théo- 
rème devient  : 

Théorî;me  X.  —  Si  un  plan  coupe  une  surface  du  troisième 
degré  suivant  une  conique  et  une  droite,  et  si,  par  la  droite,  on 
mène  les  cinq  plans  tangents  à  la  surface,  toutes  les  sui'faces  du 
second  degré  passant  par  les  cinq  points  de  contact  so/it  harmo- 
niquemejit  circonscrites  à  la  conique  (^). 

Ce  qui  n'est  qu'une  autre  manière  d'énoncer  le  mode  de  généra- 
tion-, il  suflit,  pour  le  voir,  de  faire  tourner  le  plan  autour  de  la 
droite.  Appliqué  à  la  conique  à  l'infini  d'une  surface  anallagma- 
tique,  ce  théorème  devient  la  généralisation  du  théorème  de  M.  Fou- 
ret,  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  XI.  —  Toute  surface  anallagmatique  du  troisième 
degré  peut  être  considérée  comme  le  lieu  de  la  conique  liarmoni- 
quement inscrite  aux  hjperboloïdes  équilatères  passant  par  les 
cinq  pôles  ])riiici])aux,  conique  située  dans  des  plans  parallèles 
dont  la  direction  est  déternnnée  par  la  droite  à  l'infini  de  la 
surface. 

Les  pôles  principaux  sont  les  points  de  contact  des  cinq  plans 
tangents  menés  à  la  surface  par  une  de  ses  directrices  rectilignes, 
qui  est  la  droite  à  l'inlini  de  la  surface  :  ils  font  donc  partie  des 
cent  trente-cinq  points  auxquels  on  peut  appliquer  le  mode  de  gé- 
nération Steiner-Cremona.  Ou  obtient  ainsi  la  généralisation  d'un 
théorème  précédent  (4)  : 


(')  Voir  notre  Mémoire  déjà  cité,  p.  1234.  Si  tin  hyperboloïde  cquilatère  est 
circonscrit  à  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent,  il  passe  par  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs,  d'où  résulte  la  réciproque  que  nous  invoquons.  Elle  peut 
d'ailleurs  se  voir  directement  en  remarquant  que,  si  cinq  surfaces  d'un  système  du  qua- 
trième ordre  sont  des  hyperlioloïdes  équilatères,  il  en  est  évidemment  de  même  de  toutes 
]e8  autres;  or  toutes  les  surfaces  du  second  degré  passant  par  los  cinq  points  forment 
un  pareil  système  dont  tous  les  couples  de  plans  étant  rectangulaires  sont  des  hyper- 
boloïdcs  équilatères. 

(')  C'est-à-dire  coupent  le  plan  de  la  conique  suivant  une  conique  ipii  lui  est  har- 
moniqucment circonscrite.  {Voir  notre  Mémoire  déjà  cité,  p.  \>'}.(>.) 
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Théorème  XII.  —  Toute  surface  anallai^inatique  du  troisième 
degré  peut  être  considérée  conune  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  d' un  pôle  principal  à  toutes  les  surfaces  du 
second  degré  qui  passent  par  la  hiquadralitiue,  courhe  d'inter- 
section à  distance  finie  de  la  surface  et  de  la  sphère  de  transfor- 
mation correspondante . 

Nous  ne  terminerons  pas  sans  faire  ressortir  l'importance  du 
théorème  sur  lequel  est  basé  le  dernier  mode  de  génération  des 
surfaces  du  troisième  degré.  Il  permet  en  effet  de  construire  la  sur- 
face du  troisième  degré  qui  passe  par  une  droite  et  qui  est  tangente 
en  cinq  points  à  cinq  plans  menés  par  cette  droite.  Si,  en  effet,  on 
considère  les  traces  sur  un  plan  fixe  mené  par  la  droite  des  couples 
de  plans  passant  par  les  cinq  points,  on  aura  des  couples  de  droites 
qui,  étant  harmoniquement  circonscrits  à  la  conique  d'intersection, 
seront  conjugués  par  rapport  à  cette  courbe.  L'une  des  droites  d'un 
couple  est  la  trace  sur  le  plan  du  plan  passant  par  trois  des  points 
donnés  ^  la  seconde  est  la  trace  d'un  plan  quelconque  passant  par 
la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  On  a  donc  sur  le  plan  considéré 
deux  droites  conjuguées  dont  l'une  est  fixe  et  l'autre  est  variable, 
en  tournant  autour  d'un  point  :  c'est  dire  que  le  point  doit  être  le 
pôle  de  la  droite  fixe. 

Ainsi  le  pentagone  des  cinq  points  de  contact  est  conjugué  à  la 
conique  cliercliéc,  puisque  la  trace  sur  le  plan  de  la  conique  du 
plan  passant  par  trois  quelconques  des  cinq  points  est  la  polaire  du 
point,  trace  sur  ce  plan  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres,  et 
l'on  sait  construire  par  la  règle  et  le  compas  la  conique  située  dans 
un  plan  donné  et  conjuguée  à  un  pentagone  gauche.  Le  théorème 
peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  XIII.  —  Le  lieu  de  la  conique  conjuguée  à  un  pen- 
tagone gauche,  conique  située  dans  un  plan  tournant  autour  d'une 
droite  fixe,  est  la  surface  du  troisième  degré  passant  par  la  droite 
et  tangente  à  chaque  sommet  du  pentagone  au  plan  passant  par 
ce  point  et  pai-  la  droite  fixe. 

Ce  qui  donne,  pour  le  théorème  de  M.  Fouret  étendu  à  l'espace, 
ce  nouvel  énoncé  : 

Théorème  XIV.  —  Toute  surface  anallagmatique  du  troisième 
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degré  peut  être  considérée  comme  le  lieu  de  la  conique  conju- 
guée au  pentagone  des  cinq  pôles  principaux ,  conique  située 
dans  des  plans  parallèles  dont  la  direction  est  déterminée  par  la 
droite  à  V infini  de  la  surface. 


EXTRAITS  DES  PROCES -VERBAUX. 


SÉANCE    DU   MERCREDI    20    JANVIER    1876, 

PRÉSIDENCE    DE    M.     DE    L\    GOURNERIE. 

Est  présente,  comme  nouveau  membre,  M.  Vicaire,  ingénieur 
des  mines,  à  Saint-Etienne. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  1rs 
stéréo-imaginaires  ou  solides  évanescents,  et  donne  quelques  dé- 
tails sur  les  polyèdres  antiques  conservés  dans  les  musées  de  Lyon, 
de  Vienne  et  de  Rouen. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  certains  caractères  des 
courbes  gauches  et  des  surfaces,  se  rapportant  à  la  géométrie  de 
situation. 

MM.  delà  Gournerie,  Rouché  et  Halphen  ajoutent  quelques  mots 
à  ce  sujet. 

M.  Fouret  donne  une  démonstration  élémentaire  d'un  théorème 
déjà  connu  et  relatif  au  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  d<! 
rencontre  d'une  transversale  avec  un  tétraèdre. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  9  FÉVRIER  1876, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DE    LA    GOURNERIE. 

M.  Vicaire  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Cahen,  élève  de  l'P^cole  Polytechnique,  communique  une 
Construction  nouvelle  de  la  courhe  d'ombre  portée  juir  un  tore  sur 
lui-même. 
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M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  les  cubo- 
vctaèdrcs  du  Brilish  Muséum  et,  du  Louvre. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  uim  (lucsUon  de  géo- 
inétrie  de  situai  ion. 

M.  Halphen  fait  une  communication  sur  le  même  sujet. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  23  FÉVRIER  I87G, 

PRÉSIDÉE    l'AR    M.    MANNIIEIM. 

Est  présenté,  comme  nouveau  membre,  M.  Caron,  ciief  des  tra- 
vaux graphiffues  à  l'Ecole  Normale,  à  Paris. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  les  équations  différen- 
tielles linéaires  du  second  ordre,  dont  les  intégrales  sont  algé- 
briques. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  une  Généralisation 
d'une  propriété  du  tore. 


SEANCE  DU  MERCREDI  8  MARS  18  76, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE   LA   GOURNERIE. 

M.  Caron  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Désiré  André,  ne  disposant  plus  du  temps  nécessaire  pour 
remplir  ses  fonctions  de  trésorier,  prie  la  Société  de  vouloir  bien 
accepter  sa  démission. 

M.  Houbigant,  ne  disposant  plus  du  temps  nécessaire  pour  remplir 
ses  fonctions  d'archiviste,  prie  la  Société  de  vouloir  bien  accepter 
sa  démission. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  une  question  de  géomé- 
trie de  situation  relatii^e  à  la  décomposition  d  un  contour  Jermé 
en  plusieurs  autres. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  un  Théorème  concernant 
les  surj'aces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation. 
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M,  Mannlieiin  présente,  de  la  part  de  M.  Léautc,  une  JYote  sur 
le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de  cercle;  perfectionnement  de  la 
méthode  de  TVillis, 


SÉANCE  DU  MERCREDI  22  MARS  1876, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE   LA   GOIRNERIE. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  du 
trésorier  et  de  l'archiviste. 

M.  Claude-Lafontaine  est  élu  trésorier. 

M.  Maurice  Cabart  est  élu  archiviste. 

M.  Ch.  Brisse  fait  une  communication  Sur  une  formule  de 
la  théorie  des  surfaces. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  les  ca- 
ractéristiques planétaires . 

M.  Halplicn  fait  une  communication  Sur  les  polygones  inscrits 
et  circonscrits  à  deux  coniques. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  5  AVRIL  1876,     ^ 

r 


PRESIDEE   PAR   M.    MANNIIEIM, 


Le  Secrétaire  annonce  que  M.  Hirst  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

M.  Haton  de  la  Goupillière  fait  une  communication  Sur  les 
transformai  ions  qui  conservent  une  relation  invariable  entre  les 
dérivées  d'un,  même  ordre  quelconque. 

M.  le  comte  Léopold  Mugo  fait  un«;  communication  Sur  un  do- 
décaèdre antique  conservé  au  Brilish  Muséum. 

M.  Darboux  communique  Quelques  propriétés  du  niouvenuuit 
d' une  figui'e  invariable,  relatives  aux  aires  et  aux  arcs  des  courbes 
décrites. 

M.  Fourc^t  présente  quelques  obser\  alions  sur  le  même  sujet, 

M.  Jordan  donne  la  démonstration  d'un  des  théorèmes  énoncés 
par  M.  Darboux. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  19  AVRIL  187G, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE   LA   GOURNEJUK. 

M.  G.  Jung  adresse  à  la  Société  une  Note  Sur  la  construction  de 
la  chaînette  par  jyoints  et  sur  la  division  d'un  arc  de  cette  courbe 
en  n  parties  proportionnelles  à  des  segments  donnés. 

M.  Haton  de  la  Goupillière  fait  une  communication  relative  au 
problème  inverse  des  Lracliistochrones  envisagé  dans  un  système 
de  coordonnées  curvilignes  quelconques,  et  aux  théorèmes  généraux 
auxquels  conduit  cette  recherche. 

M.  Picquet  fait  une  communication  iSa/-  quelques  propriétés  des 
surfaces  du  troisième  degré. 

M.  Fouret  communique  Quelq ues  théorèmes  sur  les  anallagma- 
tiques  du  troisième  ordre. 

INI.  Saltel  fait  une  communication  Sur  certains  cas  de  décompo- 
sition des  lieux  géométriques. 

M.  Halphen  présente  quelques  observations  à  ce  sujet,  et  fait  une 
communication  Sur  les  courbes  définies  par  l' équation  polaire 
p"  =  cosnQ. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  3  MAI  1876, 

PRÉSIDENCE    DE   M.    DE   L.V   GOURÎSERIE. 

M.  Laguerre,  ne  disposant  plus  du  temps  nécessaire  pour  rem- 
plir ses  fonctions  de  secrétaire,  prie  la  Société  de  vouloir  bien  ac- 
cepter sa  démission. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  le 
spires  des  ovhélites  planétaires. 

M.  de  Polignac  fait  une  communication  Sur  les  substitutions 
linéaires. 

M.  Jordan  présente  une  autre  démonstration  relative  à  la  même 
(pu;stion. 

M.  Halphen  ajoute  quelques  détails  aux  remarques  qu'il  a  faites 
dans  la  séance  précédente  sur  la  détermination  du  degré  et  de  la 
classe  des  lieux  géométriques. 
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SÉANCE   DU  MERCREDI  17  MAI  1876, 

PRÉSIDÉE   PAR   M.    JORDAN. 

M.  Laguerre  fait  une  communication  Sur  les  courbes  gauches 
et  sur  la 'Valeur  de  la  torsion  en  un  point  d' une  ligne  géodésique 
tracée  sur  une  surface  du  second  ordre. 

M.  G.  Jung  adresse  à  la  Société  une  Note  Sur  la  construction  de 
la  troisième  courbe  représentative  des  poussées  maximaet  minima 
dans  le  3Iémoire  «  Sur  la  stabilité  des  voûtes  »,  de  M.  Peau- 
cellier. 

M.  JMannheim  communique  àe.  Nouvelles  propriétés  de  quelques 
courbes. 

M.  Picquct  fait  une  communication  Sur  les  sections  parabo- 
liques et  équilateres  dans  les  sw faces  du  troisième  degré. 

M.  Laguerre  fait  connaître  un  certain  nombre  de  systèmes  ortho- 
gonaux de  courbes  algébriques. 

M.  Mannlieim  fait  une  remarque  sur  la  surface  des  ondes. 

M.  Fouret  présente  quelques  remarques  sur  un  théorème  relatif 
au  nombre  des  solutions  d'un  système  d'équations. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  31  MAI  1876, 

PRÉSIDÉE   PAR   M.    LEMONNIER. 

M.  Perrin  fait  une  communication  Sur  une  formule  de  somma- 
tion de  quelques  séries. 

M.  Laguerre  fait  une  communication  Sur  le  lieu  des  points  tels, 
que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  deux  courbes  planes 
soient  égales  entre  elles. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  li  JUIN  1876, 

PRÉSIDÉE   PAR   M.   JORDAN. 

M.  Fouret  communique  un  2'héorème  sur  le  lieu  des  contacts 
d  une  surface  algébrique  avec  les  surfaces  d'un  i/iiplexe. 
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M.  Halphen  donne  quehjues  développements  sur  la  liiéorle  des 
caractéristiques  avi  sujet  d'un  récent  Mémoire  de  M.  Schubert. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  28  JUIN   1876, 

PRÉSIDÉE    PAR   M.    BIENAYMÉ. 

Est  présenté,  comme  nouveau  membre,  M.  Guélot,  major  au  1 22" 
régiment  d'infanterie,  à  Montpellier. 

M.  Resal  fait  hommage  à  la  Société  du  tome  IV  de  son  Traité  de 
Mécanique  générale. 


SÉANCE   DU  MERCREDI  d2  JUILLET   1876, 

PRÉSIDÉE    PAR   M.    BIENAYMÉ. 

M.  Guélot  est  élu  membre  de  la  Société. 


SÉANCE   DU  MERCREDI  26  JUILLET  1876, 

PRÉSIDÉE    PAR   M.   CABART. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  relative  aux 
divers  polyèdres  antiques  conservés  dans  les  musées. 


Des  sections  paraboliques  et  équilatères  dans  les  surfaces  du 
troisième  degré;  par  M.  H.  Picquet. 

(Séance  du  17  mai  i8y6.) 

Théouèaie  I.  —  llj  a,  sur  une  surface  du  troisième  degré,  non 
réglée,  cent  huit  paraboles,  réelles  ou  imaginaires ,  correspondant 
quatre  par  quatre  aux  vingt-sept  directrices  rectUignes  de  la 
surface. 
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Eu  od'et,  tout  plan  coupant  la  surface  suivant  une  conique,  passe 
par  une  des  vingt-sept  directrices  rectilignes.  Considérons  donc  une 
de  ces  directrices  D,  et  clierclions  la  condition  pour  qu'un  plan  qui 
la  renferme  coupe  la  surface  suivant  une  parabole.  Ce  plan,  supposé 
variable,  a  pour  trace  sur  le  plan  de  l'infini  une  droite  â  tournant 
autour  d'un  point  fixe  a,  trace  de  la  droite  D  sur  ce  même  plan. 
Celte  droite  d  coupe  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface  en  deux 
autres  points,  réels  ou  imaginaires,  traces  sur  le  plan  de  l'infini  de 
l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  déterminée  dans  la  surface  par  le  plan 
considéré  :  pour  que  cette  conique  devienne  une  parabole,  il  faudra 
que  la  droite  S  soit  tangente  à  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface.  Or, 
par  le  point  ce  de  cette  cubique,  on  peut  lui  mener  quatre  tangentes 
réelles  ou  imaginaires-,  il  y  aura  donc  quatre  plans,  réels  ou  imagi- 
naires, passant  par  la  droite  D  et  coupant  la  surface  suivant  une 
parabole. 

Remarque.  —  Il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  plan  ayant  pour 
droite  à  l'infini  la  tangente  en  a  à  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface  : 
il  coupe  la  surface  suivant  une  conique  dont  un  point  à  l'infini  est 
venu  en  a,  c'est-à-dire  suivant  UJie  hyperbole  dont  une  asymptote 
estparallèle  à  la  directrice  D.  Seulement,  si  a.  était  un  point  d'in- 
flexion, une  des  quatre  tangentes  issues  de  a  se  confondrait  avec  la 
tangente  en  a  :  le  plan  considéré,  tangent  en  a,  serait  alors  un  des 
quatre  plans  à  section  parabolique,  laquelle  aurait  son  axe  parallèle 
à  la  droite  D. 

Théorème  II.  —  //  j  a,  sur  une  surface  du  troisième  degré 
non  réglée .f  quatre- vin gt-uTie  In  pcrbolcs  équilatères,  réelles  ou 
imaginaires ,  correspondant  trois  par  trois  aux  vingt-sept  direc- 
trices rectilignes  de  la  surface. 

En  effet,  pour  que  le  plan  considéré,  passant  par  la  droite  D, 
coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  points  variables  y  et  ^,  où  sa  droite  à  l'iniini  rencontre 
la  cubique  à  l'infini  de  la  surface,  soient  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  a  et  ^,  également  variables,  où  la  même 
droite  rencontre  le  cercle  de  l'infini.  Or  hi  géométrie  des  courbes 
du  troisième  degré  apprend  (jue,  lorsijue  deux  points  a  et  b  sont 
conjugués  liarmoniques  par  rapport  à  deux  des  points  d  in- 
tersection   d'une   lécanlc    .i\ei-    une   cubique    plane,    ils    sont    sur 
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une  conique  passant  par  les  quatre  points  Je  contact  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  le  troisième  point  d'intersec- 
tion (*).  Il  faut  donc  considérer  le  faisceau  des  coniques  passant 
par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  a  et  chercluîr, 
parmi  les  droites  issues  de  a,  celles  qui  coupent  le  cercle  de  l'in- 
fini suivant  deux  points  situés  sur  une  de  ces  coniques.  Une  des 
droites  cliercliées  coupera  donc,  outre  les  coniques  du  faisceau,  le 
cercle  de  l'infini  suivant  des  points  eninvolution,  et  par  suite  toutes 
les  coniques  du  réseau  défini  par  le  faisceau  considéré  et  le  cercle 
de  l'infini.  Or  les  droites  qui  coupent  les  coniques  d'un  réseau  sui- 
vant des  points  en  involution  enveloppent  une  courbe  de  troisième 
classe,  cayleyenne  du  réseau  (^),  et  les  points  doubles  décrivent  une 
cubique,  liessienne  du  réseau.  Il  y  aura  donc  par  le  point  a  trois 
droites,  dont  deux  pourront  être  imaginaires,  répondant  à  la  ques- 
tion. 

Remarque,  —  A  toute  directrice  réelle  correspond  au  moins  une 
section  équilatère  réelle  :  comme  une,  au  moins,  des  vingt-sept  di- 
rectrices est  réelle,  toute  surface  du  troisième  degré  admet  au 
moins  une  section  équilatère  réelle. 

Théokème  III.  —  Les  plans  passant  par  une  directrice  recti- 
ligne  d'une  surface  du  troisième  degré ,  qui  la  coupent  suivant  une 
hyperbole  équilatère,  sont  les  plans  tangents  menés  par  cette 
droite  au  côjie  ens^eloppe  des  plans  cycliques  de  tous  les  cônes  du 
second  degré  passant  par  les  quatre  droites  menées  par  un  point 
quelconque  de  la  directrice  parallèlement  aux  axes  des  quatre 
paraboles  de  la  surface  dont  les  plans  passent  par  cette  directrice. 

Pour  le  démontrer,  d'un  point  O  de  la  directrice  comme  point  de 
vue,  faisons  la  perspective  de  la  figure  précédemment  considérée 
dans  le  plan  de  l'infini.  Au  faisceau  de  coniques  correspond  un 
faisceau  de  cônes  du  second  degré  ayant  quatre  génératrices  com- 
munes, dont  les  directions  sont  déterminées  par  les  points  de  contact 
des  quatre  tangentes  issues  de  a  à  la  cubique  à  l'infini  de  la  sur- 


(')  C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  proposition  XIII  du  Traité  de  Mac- 
laurin  Sur  les  courbes  du  troisième  de^ré.  [Voir  la  traduction  française  de  ce  traité, 
par  M.  de  Jonquières,  Mélanges  de  Géométrie  pure,  p.  236.) 

(')   Voir  notre  Etude  géométrique  des  systèmes  linéaires  de  coniques,  p.  ig. 
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face,  c'esL-à-dire  par  les  axes  des  quatre  sections  paraboliques  pas- 
sant par  la  directrice  :  au  cercle  de  l'infini  correspond  une  sphère 
concentrique  de  rayon  nul,  et  les  plans  des  sections  équilatères 
cherchées  sont  ceux  qui  coupent  cette  sphère  suivant  deux  droites 
situées  sur  un  cône  du  faisceau,  c'est-à-dire  qui  coupent  un 
cône  du  faisceau  suivant  deux  droites  isotropes,  ou  enfin  qui 
sont  cycliques  pour  un  certain  cône  du  faisceau;  d'où  il  ré- 
sulte que  le  cône  cayleyen  d'un  réseau  de  cônes  du  second  degré, 
à  sommet  commun,  déterminé  par  trois  cônes  dont  l'un  est  une 
sphère  de  rayon  nul,  n'est  autre  que  le  cône  enveloppe  des  plans 
cycliques  des  cônes  du  faisceau  déterminé  par  les  deux  autres,  et  le 
cône  hessien  le  lieu  des  rayons  doubles  des  faisceaux  en  involution 
suivant  lesquels  ces  plans  coupent  les  cônes  du  faisceau.  Par  suite  : 

Théorème  IV.  —  Le  cône  enveloppe  des  plans  cr cliques  d'un 
faisceau  de  cônes  du  second  degré  à  sommet  commun  est  un  cône 
de  îioisième  classe.  Ces  plans  coupent  les  côjies  du  faisceau  sui- 
vant des  faisceaux  en  involution  dont  les  rayons  doubles  engen- 
drent un  cône  du  troisième  degré. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  cercle  de  l'infini  ferait  partie  du 
faisceau  de  coniques  considéré  dans  le  plan  de  l'infini,  c'est-à-dire 
où  les  tangentes  en  quatre  des  points  d'intersection  de  ce  cercle 
avec  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface  concourraient  en  un  même 
point  qui  serait  le  point  a  de  la  cubique,  la  condition  cherchée  se- 
rait évidemment  remplie  pour  toute  droite  issue  de  a,  et  l'on  aurait 
une  surface  particulière  du  troisième  degré,  qu'on  peut  appeler 
éf/uilatère,  satisfaisant  à  quatre  conditions,  et  telle  que  tout  plan 
passant  par  une  certaine  directrice  de  la  surface  la  coupe  en  outre 
suivant  une  hyperbole  équilatère. 


Rectification;  par  ]M.   H.   Picquet. 

(Séance  du  3  mai   187C.) 

Dans  sa  traduction  allemande  de  la  Géométrie  analjlit/ue  à  trois 
dimensions  de  M.  Salmon,  M.  Fiedler  a  bien  voulu  consacrer  uni; 
page  à  quelques  théorèmes  relatifs   aux    surfaces  du   second   degré 
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nyant  six,  sept  ou  huit  plans  tangents  communs,  présentés  par  nous 
à  la  Société  philomatliiquc  do  Paris,  dans  sa  séance  du  9  décembre 
i865,  et  insérés  au  Bulletin  de  cette  Société  (tome  II,  p.  196), 
ainsi  qu'au  journal  l'Institut  (numéro  du  20  décembre  1860). 
Nous  remercions  ici  M.  Fiedler  d'avoir  considéré  comme  une 
lacune  leur  absence  dans  l'ouvrage  original  anglais,  mais  nous  nous 
plaisons  à  lui  faire  remarquer  qu'il  a  commis  une  erreur  in- 
volontaire en  les  attribuant  à  M.  Ilicli.  Townsend.  Cet  auteur  an- 
glais les  a  en  effet  publiés  dans  le  tome  VIII  du  Quarterly  Journal 
of  pure  and  applied  Matheniatics  (p.  io-i4),  mais  en  juin  iSô'ô' 
seulement;  nous  espérons  donc  qu'il  ne  trouvera  pas  extraordinaire 
de  nous  en  voir  revendiquer  la  priorité. 

Les  théorèmes  en  question  sont  relatifs  à  la  sphère,  lieu  des 
sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  une  surface  du  se- 
cond degré  (sphère  nommée  par  iM.  Townsend  directrice,  par  nous 
oî'thogone,  et  plus  tard  orthopticpie.  Systèmes  linéaires  de  co- 
niques, ^.  ^"x).  Ils  indiquent  que  les  sphères  correspondant  à  un 
faisceau  tangentiel  de  surfaces  du  second  degré  ont  même  plan  ra- 
dical ;  à  un  réseau,  même  axe  radical,  et  à  un  système  du  troisième 
ordre,  même  centre  radical 5  avec  application  aux  paraboloides. 
M.  Chasles  nous  a  également  fait  l'honneur  de  les  citer  dans  sou 
Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie,  en  faisant  remarquer 
que  M.  Townsend  était  parvenu  de  son  côté  aux  mêmes  résultats,  et, 
de  plus,  avait  démontré  que  les  sphères  directrices  des  surfaces  tan- 
gentes à  six  plans  ont  même  centre  radical.  Nous  profitons  de  la 
circonstance  pour  faire  observer  que  ce  dernier  résultat  n'est  autre 
que  notre  théorème  VII,  d'après  lequel  les  plans  directeurs  des  pa- 
raboloides tangents  à  six  plans  ont  un  point  commun.  Il  suffit, 
pour  s'en  apercevoir,  de  le  rapprocher  du  théorème  XIII,  d'après 
lequel  le  plan  radical  des  sphères  correspondant  aux  surfaces 
d'un  faisceau  est  le  plan  directeur  du  paraholoïde  du  faisceau. 
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Nouvelles  propriétés  de  que/(/acscouj'bes;parM.  A.  Mankheim. 

(Séance  du  17  mai  1876.) 

Dans  la  séance  du  19  avril  dernior,  M.  Halphen  a  fait  connaître 
quelques  propriétés  de  certaines  courbes  dont  M.  Haton  a  donné 
une  intéressante  monographie  dans  le  numéro  de  mars  1 876  des 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques . 

Je  me  propose  d'énoncer  quelques  propriétés  de  ces  courbes  et 
de  quelques  autres. 

Aux  auteurs  cités  par  M.  Haton,  nous  ajouterons  M.  Archer 
Hirst,  qui,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  la  courbure  d' une  série  de 
surfaces  et  de  lignes,  a  aussi  étudié  les  courbes  dont  l'équation 
polaire  est 

a 

r  z:^  a  cos'  -• 

e 

M.  Hirst  désigne  ces  courbes  par  la  lettre  E.  Nous  adopterons 
cette  notation  et  nous  appellerons  lî  la  courbe  dont  ÎNl.  Bonnet  s'est 
occupé  et  qui  est  engendrée  par  le  pôle  de  E  lorsque  cette  couibe 
roule  sur  une  droite  D. 

Cette  génération  de  H  conduit  immédiatement  à  cette  propriété  : 

Les  rayons  de  courbure  d' une  courbe  B  sont  partagés  par  D 
dans  un  rapport  constant. 

On  sait,  en  vertu  d'un  tliéoi'ènie  de  Steiner,  que  l'arc  de  la  rou- 
lette, engendrée  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  qui  roule  sur 
une  droite,  est  égal  à  l'arc  de  la  podaire  de  la  courbe  mobile  par 
rapport  au  point  décrivant.  Il  résulte  de  là  et  de  cette  propriété  : 
la  podaire  d'une  courbe  E,  par  rapport  à  son  pôle,  est  une  courbe 
E,  que  : 

Les  arcs  d 'une  courbe  B  sont  exprimables  en  arcs  d' une  courbe  E. 

Il  est  facile  de  construire  le  centre  de  courbure  de  la  développée 
d'une  courbe  E  ou  d'une  courbe  \\.  Au  moyeu  de  ces  constructions 
et  de  quelques  considérations  géométriques,  on  arrive  aux  résultats 
suivants  : 

Tje  lieu  des  positions  successi\'es  des  ce/itres  de  courbure  d'une 
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courbe  E  (jui  roule  sur  une  droite  est.  une  courbe  que  l'on  oblienl 
en  dilatant  dans  un  rajyport  constant  les  ordonnées  d'une  courbe  V>. 

Les  centres  de  courbure  que  l'on  considère  dans  cet  énoncé 
sont  ceux  qui,  à  cliaque  instant,  correspondent  aux  points  de  con- 
tact de  E  et  de  D^  quant  aux  ordonnées  de  B,  ce  sont  les  distances 
des  points  de  cette  courbe  à  la  droite  D. 

Lorsqu'une  courbe  B  roule  sur  une  droite,  l' enveloppe  de  sa 
base  D  est  une  courbe  B. 

Lorsqu'une  courbe  B  roule  sur  une  courbe  qui  lui  est  égale  et 
symétrique  par  rapport  à  l'une  de  ses  tangentes,  sa  base  D  enve- 
loppe une  certaine  courbe;  les  arcs  de  cette  courbe  sont  expri- 
mables en  arcs  d' une  courbe  B  \ 

Elle  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  qui  parta- 
gent dans  un  rapport  constant  les  rayons  de  courbure  d'une 
courbe  B. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  considérer  l'enveloppe  de  la  base 
d'une  cycloïde  qui  roule  sur  une  cycloïdequi  lui  est  égale  et  symé- 
trique par  rapport  à  l'une  de  ses  tangentes  :  on  trouve  que  cette  en- 
veloppe est  une  développante  de  cycloïde. 

Le  lieu  des  positions  successives  des  centres  de  courbure  d'une 
courbe  B  qui  roule  sur  une  droite  est  une  courbe  que  l'on  obtient 
en  dilatant  dans  un  rapport  coTistant  les  ordonnées  d' une  courbe  B. 

En  un  point  quelconque  d'une  courbe  B,  on  mené  la  tangente 
et  la  normale  à  cette  courbe.  Du  point  oii  la  normale  rencontre!), 
on  élève  une  perpendiculaire  à  cette  droite;  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  tangente  en  un  certain  point  :  le  lieu  des  points  ana- 
logues est  une  courbe  que  l'on  obtient  en  dilatant  les  ordonnées 
d'une  courbe  B. 

On  projette  :  i°  uti  j)oint  quelconque  m  d'une  courbe  B  sur  la 
droite  0^2°  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sur  la  tangente  en 
m  à  B  :  le  lieu  des  points  analogues  à  celui  que  l'on  obtient  ainsi  est 
une  couj'be  qui  partage  dans  un  rapport  constant  les  raj  ons  de 
courbure  d' une  courbe  B. 

On  arrive  encore  à  quelques  énoncés  très-simples  en  considérant 
les  courbes  lieu  des  extrémités  des  droites  égales  et  parallèles  aux 
rayons  de  courbure  d'une  courbe  E  ou  d'une  courbe  B. 
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Sur  les  courbes  gauches  et  sur  la  ^valeur  de  la  torsion  en  un  point 
d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  ; 
par  M.  Lagiiehive. 

(Séance  du  17  mai  1876. ) 

1 .  Considérons  une  courbe  gauche  quelconque  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  et  dont  les  équations  soient  x  =X,  r=Y,  2;  =  Z, 
X,  Y  et  Z  étant  trois  fonctions  données  d'une  même  variable  indé- 
pendante /.  En  chaque  point  jji  de  cette  courbe,  menons  une  droite 
m^i  normale  à  cette  courbe  et  dont  la  longueur,  ainsi  que  la  direc- 
tion, soit  fixée  à  chaque  instant  par  la  valeur  de  la  variable  / 
correspondant  au  point /«.  Projetons  ensuite  sur  la  corde  mm' les 
segments  normaux  mu.  et  ni'^  menés  respectivement  par  les  extré- 
mités de  cette  corde;  je  me  propose  d'abord  d"évaluer  la  somme 
algébriqu(î  de  ces  projections. 

En  désignant  ])ar  w  cette  somme,  par  A,  B,  C  les  dérivées  de 
X,  ,Y  Z  par  rapport  à  t  et  par  L,  M,  N  les  projections  sur  les  axes 
du  segment  uiy.^  on  a  évidemment 

MM'.  0)  =   >     dx  -I h  ■ r,  •  •  •      ?•  L  +  r/L  -+• 


1.2       1.2.3       /  \  1.2 

X    /  ,    ,        A'dr      K"  dp       \  /    ,        ,,        d'h 

=  \  [  kdt  +  ■ \ ^  •  •  •       2  L  -h  r/L 


1.2.3  /  V  1.2 


Je  poserai,  pour  abréger. 


MM  .  W  =:  P, \-V, 


1.2  1.2.3  1  .2...  (/t  H-  1) 

le  coefficient  de  dt  étant  nul  dans  ce  développement,  en  vertu  de 
l'équation  2AL=^  o,  qui  exprime  que  le  segment  est  normal  à  la 
courbe. 

2.  Des  considérations  très-simples  montrent  immédiatement  que; 
chaque  coefficient  d'ordi'c  pair  Pj»  s'exprime  linéairement  an 
moyen  des  coefficients  d'ordre  inférieur  et  de  leurs  dérivées-,  il 
s'annule  donc  en  même  temps  que  ces  derniers  5  par  suite,  la  Ibr- 
mule  (i)  montre  que  w  ne  peut  être  qu'un  infiniment  petit  iV ordre 
Impair. 
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P,  el  1*2  étant  idiîntiqucrncnt  nuls,  on  voit  que  généralement  la 
quantité  w  sera  du  troisième  ordre;  si  elle  est  d'un  ordre  supérieur,  elle 
sera  du  cinquième  ordre  et  l'équation  suivante  devra  être  satisfaite  : 

Si  elle  est  d'un  ordre  supérieur  au  cinquième,  elle  sera  du 
septième,  avec  la  condition  suivante  : 

(3)  l\"L-h51A"'L'-^iol\"L"  =  o. 

Enfin,  si  elle  est  d'un  ordre  supérieur  au  septième,  elle  sera 
identiquement  nulle,  avec  la  condition 

(4)  2A''Î.4-  7^A'L'  4-2i:iA--L"  4-  352A"'L"'  =  o, 

et  alors  la  courbe  pourra  être  placée  sur  une  surface  du  second  ordre. 

3.  Si  l'on  se  propose,  étant  donnée  une  courbe,  de  trouver  un 
système  de  segments  normaux  ayant  cette  courbe  pour  base  et  tels 
que  w  soit  une  quantité  inliniment  petite  du  septième  ordre,  on 
devra  détenniner  les  segments  par  les  équations  (a)  et  (3). 

Je  les  transformerai  d'abord  en  définissant,  en  chaque  point  de  la 
courbe,  le  segment  normal  par  ses  deux  projections  U  et  W  sur  la 
normale  principale  et  sur  la  binormale  en  ce  point.  En  désignant, 
suivant  l'usage  habituel ,  par  p  et  par  /-le  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  au  point  considéré,  et  en  prenant  l'arc  5  comme 
variable  indépendante,  les  formules  (2)  et  (3)  se  mettront  facile- 
ment, au  moyen  des  formules  de  M.  Serret,  sous  la  forme  suivante  ; 
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En  éliminant  W  enlro  les  deux  équations  préeédentes,  on 
obtiendra  une  équation  linéaire  et  du  troisième  ordre  pour  déter- 
miner U;  ou  voit  donc  que,  la  courbe  étant  donnée,  le  problème 
que  je  m'étais  proposé  a  une  infinité  de  solutions,  qui  toutes  peu- 
vent se  déduire  de  trois  solutions  indépendantes,  conséquence  à 
laquelle  quelques  propositions  géométriques  très-simples  condui- 
raient directement, 

4.  Laissant  de  côté  ces  considérations  générales,  ainsi  que  les 
conséquences  qui  en  découlent  relativement  aux  équations  diffé- 
rentielles (entre  ;•,  p  cl  s)  qui  définissent  les  courbes  que  l'on  peut 
tracer  sur  une  surface  de  second  ordre,  les  biquadratiques  gauches 
(par  lesquelles  on  peut  faire  passer  une  infinité  simple  de  surfaces 
du  second  ordre),  et  les  cubiques  gauclies  (par  lesquelles  on  peut 
faire  passer  une  infinité  double  de  surfaces  du  second  ordre),  je  vais 
recliercber  quelles  sont  les  courbes  que  l'on  peut  prendre  comme 
base  de  segments  normaux  dirigés  suivant  les  nonunles  principales 
de  la  courbe  et  jouissant  de  la  propriété  que  w  soit  du  septième 
ordre. 

On  devra,  dans  les  équations  précédentes,  poser  W  =o; 
l'équation  (2)'  s'intègre  alors  immédiatement  et  donne 


ap'' j 


a   désignant   une  constante  arbitraire.  Portons  cette  valeur  de  U 
dans  l'équation  (3)'^  il  vient,  toutes  réductions  faites, 

(       ^4o.-/(-)V.8,..[ii„(i)-i.(i)]  =  o. 

Il  >est  remarquable  que  cette  équation  puisse  s'intégrer  sans 
établir  aucune  relation  entre  p  et  r\  si  on  l'intègre  en  cifet  en  con- 
sidérant -  connue  la  fonction  inconnue  (ce  qui  ne  présente  aucune 
difliculté),   on  iiouvc  (pu;  la  (fuantiu'  sous  le  signe  y  est  une  dillé- 
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C  désignant  une  constante;  aïOjitraire. 

Telle  est  la  relation  qni  doit  exister  entre  la  torsion  et  la  cour- 
bure d'une  courbe  pour  qu'elle  jouisse  de  la  propriété  énoncée  ci- 
dessus. 

5.  Eu  particulier,  ou  peut  remarquer  que,  si  une  ligue  géodésique 
est  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  quelconque,  en  portant 
en  chaque  point  de  la  courbe  sur  la  normale  principale  une  lon- 
gueur proportionnelle  à  y^p,  les  segments  ainsi  obtenus  jouissent  de 
la  propriété  que  la  somme  algébrique  des  projections  de  deux 
d'entre  eux,  sur  la  corde  qui  joint  leurs  pieds,  est  identiquement 
nulle;  laquantité  que  j'ai  appelée  w  étant  nulle, on  voit  qu'en  chaque 
point  d'une  telle  ligne  géodésique  la  torsion  est  donnée  par  la 
relation  (6),  la  constante  C  ayant  une  valeur  convenablement 
déterminée. 


Sur  la  construction  de  la  troisième  courbe  représentative  des 
poussées  niaxinia  et  unniiiia,  dans  le  Mémoire  de  M.  Peaucel- 
lier  «  Sur  la  stabilité  des  voûtes  »  ;  par  M.  G.  Jung,  de  Milan. 

(S''aiice  du  17  mai  iS^fi.) 

Le  cahier  n^  21  du  Mémorial  du  Génie  contient  un  intéressant 
Mémoire  de  M.  Peaucellier,  sur  l'importance  duquel  le  beau 
Rapport  de  MM.  les  commissaires  de  l'Académie  des  Sciences  a 
appelé  l'attention  des  géomètres  et  des  constructeurs. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  modiOer  la  partie  du  Mémoire  du 
savant  colonel,  qui  se  rapporte  à  la  courbe  représentative  des 
poussées  maxima  ou  minima  résultant  de  la  condition  de  donner 
lieu  à  des  courbes  des  pressions  tangentes  à  l'intrados  et  à  l'ex- 
trados, pour  en  faciliter  la  construction  et  la  rendre  plus  pratique. 

Pour  la  description  de  celte  courbe,  je  donne  trois  méthodes  dilfé- 

1 1. 


rentes,  qui  cependant  sont  toutes  basées  sur  la  construction  de 
certains  polygones  funiculaires  et  sur  des  constructions  très- 
élémentaires  et  bien  connues  du  Calcul  graphique  et  de  la  Statique 
graphique. 

Un  de  nos  confrères,  M.  le  commandant  du  génie  Dewulf,  m'a 
fait  l'honneur  de  m'inviter  à  traiter  ce  sujet;  si  donc  on  trouve 
que  ces  simples  modifications  peuvent  vraiment  faciliter  l'applica- 
tion pratique  de  la  méthode  de  M.  Peaucellier,  c'est  à  M.  Dewulf 
qu'il  faut  en  être  redevable. 

1.  Considérons  la  courbe  des  pressions  tangentes  à  l'intrados  en 
un  point  quelconque  y  (•)  et  cherchons  quelle  est  la  poussée  corres- 
pondante P  et  le  point  d'application  ]M  de  cette  force. 

La  somme  des  moments  par  rapport  à  j  de  toutes  les  forces  qui 
sollicitent  le  voussoir  Jo/o  Jy  devant  être  nulle,  on  a  l'équation 
PxMK  =  mom.R  (voir  Mémorial  du  Génie,  u"  24,  p.  187), 
équation  qui  peut  s'écrire 

P  X  Mk  —  mom.  R  =  ^  R  =  s% 

où  h  est  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  dey"  sur  R,  et  z 
est  la  moyenne  géométrique  entre  h  et  il. 

Par  rapport  au  point  y'  de  l'intrados,  voisin  de  y,  on  aura  de 
même 

P  X  ivIF  =  mom.  K'  --=  h' IV  =  z'\ 

K'étant  la  projection  horizontale  de  y'  sur  la  clef  Joyoi  R'  la  résul- 
tante des  forces  qui  sollicitent  le  voussoir  (Jo  y')  et  A' la  longueur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  dey'  sur  R'. 
Donc 

P(MK'  —  ïïh)  =  mom. H'  —  mom.U, 

c'est-à-dire 

(i)  PxKir-^PAr=/''li'  — //K, 

ou 

/Ali  —  l{'  —  R 
(2)  PA7=.A'AR  +  RAA         [^f,  ^  f,,  _  f, 


(')  Pour  facililcr  l:i  Icclnrc  do  riUlo  Note,  je  iiiaiiiticns  les  iioliitioiis  adopléos  par 
M.  Pcanccllicr  et.  dans  le  ri"  1,  .j(!  me  reporte  à  la  flif.  i  .'>  de  son  Mémoire. 
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ou 

(3)  l'\r—[z'-\-z)lz     {Az  =  z'  —  z}. 

Chacuni'  de  cos  trois  relations  identitjucs  déterminera  (approxi- 
mativement) la  poussée  P  qui  donne  lieu  à  la  eourbe  des  pressions 
tangente  en  j  à  l'intrados,  pourvu  que  j'  soit  assez  voisin  de  j. 

La  poussée  P  étant  connue,  son  point  d'application  M  se  trouve 
immédiatement  (n'' 8). 

CONSTRUCTIONS     PIVÉLIMINAIIIES . 

2.  Prenons  (  fig.  i  )  sur  l'intrados,  à  partir  du  point  B  où  l'axe  de 

symétrieAB  est  coupé  par  cette  courbe,  des  points/o, /i, /21  •••(*)' 
de  manière  que  l'intrados  soit  divisé  en  des  arcs  assez  pefifs^  soient 
^Jqi  ^Ji,  ^J'\-,  ■  •  •  It^'s  projections  horizontales,  sur  A13  des  arcs 
Jnjiijij^.ijij^-)  •  •  ■>  e'est-à-diresoit 

A/.-  =  K,-K,>.,. 

Les  poids  et  les  surcharges  des  voussoirs  élémentaires  (A/,,}, 
iioji)-)  (/i/s)^  •  •  •  sont  donnés  :  formons-en  le  polygone  des  forces 
a .  .  .  ba  .  .  .  bi  .  .  .  b.2  .  .  .  {fig-  '>-)•  ^^'^  rayons  o,  i,  2, .  .  .  du  fais- 
ceau a^b^b^b^.  .  .)  représentent,  en  grandeur  et  en  direction,  les 
résultantes  Rq^  R15  R?,  •  •  •  des  forces  qui  sollicitent  respectivement 
les  voussoirs  (A/o),  (A;,),  (A7.2), 

En  formant  le  polygone  funiculaire  relatif  à  ce  polygone  des 
forces  et  correspondant  à  un  pôle  arbitraire,  on  aura  {fig.  i)  les 
Ro,  Ri,  Rj,  . .  . ,  lignes  d'action  des  forces  du  même  nom. 

Finalement,  soient  (fig.  i)  A,,,  /^i,  //a,-  •  •  les  longueurs  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  points  /oi  /n  J21  •  •  •  sur  les  lignes 
Ro,  Ri,  R2,  •  .  • ,  respectivement. 

3.  Retnarque.  — Les  fiig.  i  et  2,  comme  toutes  les  autres  qui 
suivent,  sont  des  ligures  schématiques.  Pour  plus  de  clarté,  on  n'a 
tracé  ni  le  polygone  funiculaire,  ni  toutes  les  lignes  R,danslay/jij-.  i , 


('}  Dans  la  fi^,  i,  ces  points  sont  représentés  par  les  indices  o,  i,  •?,  ...  sur  l'in- 
trados; et  les  points  K,,,  K,,  K,,  . . .  sont  représentés  par  les  mêmes  indices  sur  l'axe 
de  svmétrie  .\B. 


—   lUii  — 

ni  toutes  les  résultantes  dans  \^fii^-  2,  et  i'oji  a  pris  ees  Ijgnes  très- 
inclinées. 

Une  droite  R,  de  \ajig.  i  est  parallèle  au  rayon  i^^ahi  de  la 

A   partir  du  point  K;,  on  a  supposé  que  les  segments  K4K3, 
Kg  Kg,  •  .  .  sont  de  même  longueur. 

CONSTRUCTION    DES    POUSSÉES    P    MOYENNANT    LA    EORML'LE    (l) 


4.  Surl'horizontale  (A)  [fig.3)^  à  partir  d' luic  origine  ^^Y^rcnons 
les  segments 

00  =  m  Av'o  =  niKo  K,, 


ô  I  =  m  Aj",  =  /?i K,  Ko, 


0  7.  =  m  Ajj  =  m  Kj  K3, 
? 

7«  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  (')^  sur  la  verticale 
(H),  passant  par  le  point  d,  prenons  les  segments  consécutijs 

00  ^  nih,     1 1  =  ti/it,     22  =  }ifii     , . . . , 

n  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  (*)  ;  et  traçons  les  ver- 
ticales G,  1,2,  ...  passant  par  les  points  o,  1,2,  ...  de  (A). 

Formons  le  polygone  (^)  S^  ooi234^^  •  •  •  dont  les  sommets 
o,  I,  2,  ...  se  trouvent  sur  les  verticales  o,  i,  2,  •  •  .,  et  dont  les 
côtés  00,  01,  12,  .  .  .  passent  respectivement  par  les  points  o,  01, 
12,  ...  delà  ponctuelle  (H)  :  par  exemjile  le  côté  i.i-f-i  de 
S  passe  par  le  point  / ./  -t-  i  de  (H). 

Le  premier  côté  00  de  2i  passe  par  le  point  o  de  (lîi),  mais  est 
d'ailleurs  arbitraire. 

Formons  ensuite  un  autrt;  polygone  S'^oi  oi'2'3'4'5'6' .  . . 
ayant  pour  premier  côté  le  second  côté  01  de  2,  et  pour  premier 
sommet  le  premier  sommet  o  de  S,  et  ayant,  comme  2,  les  autres 


(')  Dans  notre  f!g.  3,  m  =  10,  «  =:  >. 

(')  f'oir  (almasn   :   Die  f,'rap/iisc/tc  Scalik ,  i"  ùdilion,  §  'i,  cl  Cuemona  :   Elcrnenti 
lU  Culcnli)  L^riiftco,  ^  III. 
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sommets  1 ',;>/,  3',  .•  •  sur  les  verticales   i,   2,  3,  ...    et  les  autres 
côtés  01',  l'a',  .  .,  passant  par  les  points  12,  ^3,  ...  de  (H). 

Sur  une  horizontale  (R),  à  partir  d'une  origine  r,  prenons  des 
segments 

ro  =  Ilo, 

/•2  =  K„ 


et  traçons  les  verticales  o,  i,  2,  .  .  .  par  les  points  o,  i,  2,  .  .  ., 
extrémités  de  ces  segments. 

Formons  :  1"  le  polygone  11^  00 1 234^^6  •  •  •  dont  les  sommets  i 
sont  sur  les  verticales  i,  les  côtés  i.i-\~  i  sont  parallèles  aux  côtés 
i.i-{-  1  de  2,  et  le  premier  sommet  o  est  arbitrairement  pris  sur  la 
verticale  05 

2°  Le  polygone  11'^  l'i'  2'3'  4' ^'6'...,  dont  les  sommets  i' sont  sur 
les  verticales  i,  les  côtés  i' .i'  -+-  1  sont  parallèles  aux  côtés  i —  i  .i 
de  S'  (en  particulier  i'  i'  parallèle  à  10. o),  etle premier  sommet  i' 
est  un  point  quelconque  de  la  verticale  i . 

5.  Cela  posé,  il  est  évident  que  les  segments  déterminés  par  les 
côtés  du  polygone  H  sur  la  verticale  (P)  passant  par  le  point  r, 
c'est-à-dire  les  segments  consécutifs 

ooss^o,     11^7,,     22  ^^j,     33  ^^3,  ... 

de  (P)  sont  respectivement  égaux  à 

nh„  nih  nft2     „  nfh    j. 

■Ko,        r U,,         r K2,        T K3,    ■  •  •  , 


et  les  segments  déterminés  sur  la  même  verticale  par  les  côtés  du 
polygone  II',  c'est-à-dire  les  segments 

i'i'e=/?o,     2'2'^/>»,,      3'3'Ei^;;2,     4'4'^/^3,--. 

de  (P)  sont  respectivement  égaux  à 

n//,  nfh  n/h    ,.  nfu    .. 


m  Aj'o  m  Ay,  m  A^ ,  ni  Ay,. 
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par  conséquent,  se  rappelant  la  formule  (i),  on  a 

Si  donc,  sur  une  droite  (u)  {Jlg-  4)-)  on  prend  un  segment  MN 
égal  «fois  à  un  segment  arbitraire  /,  et  des  segments  consécutifs 

OO  ^  Uo,        11^  -Ji,       22  ^  Ui,   .  . . , 

respectivement  égaux  aux  diflérenccs 

P«—  q»,    p,  —  q,,     p^  —  q,,   .  •  ., 

dilîérences  que  l'on  déduit  facilement  de  la  ponctuelle  (P)^  si, 

sur  une  autre  droite  ("Ji),  parallèle  à   (u),  on  prend  un  segment 

MM  =  mX  -,  et  si,  du  point  S  commun  aux  droites  MN,  MjN,  on  fait 

la  projection  de  la  ponctuelle   (v)  sur  (u,),    on  trouvera  que  les 

serments 

o,o,,       r,  I,,      2,2,,   .  .. 

de  (ji)  sont  respectivement  égaux  aux  poussées  cherchées 

Po,         p.,         p,      ... 

correspondant  aux  points /oi  ji-,  /a,  ...  de  l'intrados. 

CONSTRtCTIOlVi     DES    POUSSÉES    P    MOYENNAKT    LA    FORMULE    (2) 

6.  Sur  les  rayons  o,  i,  2,  ...  du  faisceaux  (  du  polygone  des 
forces)  comme  diamètres,  on  décrit  des  demi-cercles  et  l'on  prend  les 
segments  /^o,  /^| ,  h^.) .  .  •  {^fg-  5)  ;  on  construit  ensuite  les  segments  z, 
de  manière  que 

2;  =  /t,  X  /  =  //|R„ 

c'est-à-dire  que  z,  soit  moyenne  géométrique  entre  /t.  et  R,. 

Ou  autremvmt  :  on  prend  {fig.  6)  sur  une  droite,  à  partir  d'une 
origine  c,  des  segments  zo,  zi ,  C2,  r:3,  •  .  .  égaux  aux  rayons  corres- 
pondants R07  Rn  1^21  T^s:.  '  •  •  du  faisceaux,  et  l'on  décrit  les  demi- 
cercles  sur  ces  segments  31;  sur  la  même  droite,  et  à  j)arlir  de  la 
même  origine,    on   prend  les  segments    zo'.   zi%   zi\  .  .  .  égaux  à 
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//o,  /<i,  /ig?  •  •  •  >    t-'t  l'on  lormc  le  faisceau  z  (o,  i,  ^,  .  .  ,  )  dont  les 
rayons  z,  soient  moyennes  géométriques  entre  //,  et  R,. 

Sur  une  liorizontale  (A),  à  partir  d'une  origine  a  (/%.  7),  pre- 
nons les  segments 

ao  =  mAjoj 

a  I  =  m  A/, , 

8  2=3  mA/2, 


m  étant  un  nombre  entier  et  positif  ('),  et  tirons  les  verticales  par 
les  points  o,  i,  2,  ...  ;  et  sur  la  verticale  passant  par  a,  des  deux 
côtés  de  a,  prenons  des  segments 

ao  =  ao'  =  /i2o, 
ai  =  a  i'  =  «3,, 
32  =  aa'  =  /i  s,, 
1 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif  (^). 
Alors  on  a  sur  celte  verticale  les  segments 

i.i  -^  I  =  ;i  (  Zi+x  —  Zi]  =  n  As,-, 
et 

i.i'  4-1  -j=n[Zi  +  2,vi)« 

Sur  une  horizontale  (Z),  à  partir  d'une  origine  Tj{Jig.  7),  prenons 
les  segments 

ZO  =  01'  =  «  (3„  +  s,), 
SI  =:  I  2'  =:  /î  (  S,  H-  Z2  )  , 
ZI  =:  23'  =  n[Z2+  ^3  )  , 


et,  par  les  points  o,  1,2,...  extrémités  de  ces  segments  Zi,  tirons 
les  verticales. 


(')  Dans  notre  fiv;.  7,  m  =  lo. 

(-)  Dans  notre  /7i,'.  7,  «=^2.  Dans  les  deux  constructions  indiquées  au  commen- 
cement de  ce  numéro,  on  pourrait  prendre,  au  lieu  des  segments  = //^ ,  des  seg- 
ments  =  H'A;;  on  aurait  alors,  au  lieu  des  segments  S;  (  =:  v^/ij  KJ,  les  segments 
=j  (=/ir,)  ;  et  ici  il  suffirait  de  prendre  ao=ao'=r'j.  Les  fîg.  5  et  6  en  seraient 
peut  être  plus  claires. 
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Formons  [fig.  ^)  le  polygone  Se^ooi23  .  .  .  ,  comme  au  n°  4; 
et,  comme  au  u°  4,  déduisons  de  celui-ci  le  polygone  II  ^ooi  23.... 

Les  côtés  du  polygone  II  interceptent  sur  la  verticale  passant  parZ 
les  segments 

m  Afi  m 

Donc,  avec  la  construction  delà  fig,  4,  où  cependant  on  prendra 
JNJN  =  «*  X  ()>  étant  un  segment  arbitraire)  et  MlM  = /«INlN , 
on  déduit  les  poussées  P,  correspondant  aux  points  y,  de  l'in- 
trados (*). 

7.  La  construction  des  P.  avec  la  formule  (2)  ne  présentant 
aucune  difficulté  et  pouvant  se  déduire  facilement  de  ce  qui  précède, 
je  pense  pouvoir  me  passer  d'en  faire  la  description. 


CONSTRUCTION    DE    LA.    COURBE. 

8.  Lorsque  les  P,-  sont  déterminés,  on  fixe  leurs  points  d'applica- 
tion INI,  sur  AB  de  la  manière  suivante. 

On  tire  par  a  dans  le  polygone  des  forces  l'horizontale  (a),  et, 
à  partir  du  point  a  on  porte  les  segments  [f-g  2) 

flOr^Po,      rtI=P,,      «2  =  P.,    .... 

De  l'extrémité  Z>,  du  i"^'"''  rayon  (=z:R,)  du  faisceau  n^  on  tire  la 
droite  hi  i,  et,  du  point  correspondant  /,  de  l'intrados  [voir  n"  2  et 
fig.  I  et  2),  on  tire  la  parallèle  à  bii  jus(|u'à  sa  rencontre  en  ///,  avec 
la  R,  correspondante. 

La  projection  horizontale  M,-  de  ///,  [fig.  i)  sur  l'axe  de  symétrie 
AB  est  le  point  d'application  de  la  poussée  P,  qui  donne  lieu  à  une 
courbe  des  pressions  tangente  au  point  y.  à  l'intrados. 

Si  donc  on  porte  les  segments  V^  =  ni  [Jig.  2)  en  direction 
horizontale  et  à  partir  de  M,  [Jig-  1),  les  extrémités  P,-  de  ces 
segments  appartiennent  à  la  courbe  transcendante  cherchée. 


(')  Cette  constructiuii  n'est  pas  effectuée  dans  nos  (ii;iires. 
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OBSERVATIONS. 


9.  Des  procédés  tout  à  fait  analogues  s'appliquent  à  la  déter- 
mination des  poussées  qui  engendrent  des  cour])es  des  pressions 
tangentes  à  l'extrados,  au  lieu  de  l'être  à  l'intrados,  et  à  laeonstruc- 
tion  de  la  courbe  représentative  correspondante. 

iO.  Il  n'est  pas  inutile  peut-être  de  rappeler  ici  une  remarque 
pratique  de  INI.  Culinann  sur  la  construction  des  polygones  funicu- 
laires en  général. 

Je  reproduis  les  paroles  de  l'illustre  savant  de  Zurich  (*)  :  «  Avant 
de  conclure,  nous  ferons  observer  que  les  ûgures  (^analogues  aux 
fig.  Z  et  y)  deviendraient  très-compliquées  et  presque  indé- 
cliilï'rables,  si  l'on  prolongeait  de  côté  et  d'autre  tous  les  côtés  des 
polygones  (  fimiculaires).  11  suffit  complètement  de  tracer  les  côtés 
entre  les  verticales  correspondantes  et  de  marquer  leurs  points  d'in- 
tersection avec  la  ligne  »  verticale  (H)  où  (P)  de  \ajig.  3. 

«  Nous  recommandons  aussi  de  faire  bien  attention  à  notre 
notation.  .  .    »  •  c'est  celle  que  j'ai  adoptée  dans  les  Ji g.  3  et  y. 

('  )  Loc.  cit.,  p.  28. 
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MÉMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


Sur  les  corres/jondances  entre  les  points  de  deux  courbes  ; 
par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i5  novembre  1876.) 

1.  Dans  ma  Note  sur  la  coiiseri'ation  du  genre  (*),  j'ai  montré 
d'une  manière  directe  que,  si  deux  courbes  se  correspondent  point 
par  point,  elles  sont  du  même  genre.  L'analyse  employée  m'a 
conduit  en  même  temps  à  une  relation  plus  générale  qui  a  lieu  entre 
deux  courbes,  lorsqu'à  un  point  de  l'une  correspond  un  point  de 
l'autre,  et  à  un  point  de  la  seconde  plusieurs  points  de  la  première. 
M.  Zeutlien  était  antérieurement  parvenu,  pour  le  cas  où  les 
courbes  ne  possèdent  que  des  singularités  ordinaires,  à  une  relation 
plus  générale  concernant  les  correspondances  quelconques  (*). 
Cette  relation  s'étend  avec  facilité  au  cas  où  les  courbes  possèdent 
des  singularités  élevées.  L'importance  de  ce  sujet  au  point  de  vue 
des  applications  me  détermine  à  y  revenir.  L'objet  de  cette  Note  est 
donc  de  démontrer  le  théorème  de  M.  Zeutlien,  étendu  comme  je 
viens  de  le  dire,  et  d'en  donner  des  applications. 

2.  Dans  ma  Note  précitée,  j'ai  envisagé  deux  courbes  S,  2,  telles 
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qu'à  un  point  a  de  8  corresponde  un  point  a  de  2,  et  qu'à  un  point 
a  de  2  correspondent  k  points  a  de  S.  Pour  passer  de  là  à  une  cor- 
respondance quelconque  entre  deux  courbes  S,  E',  il  suffit  de  conce- 
voir une  courbe  S  à  chaque  point  de  laquelle  corresponde  un  seul 
couple  de  points  correspondants  ce.  a!  de  S  et  Z.'.  'La  courbe  S 
peut  être  réalisée  d'une  infinité  de  manières,  et  il  est  inutile  d'in- 
sister sur  ce  point.  Grâce  à  l'intermédiaire  de  cette  courbe  S,  on 
peut  étendre,  d'une  manière  utile,  les  théorèmes  I  et  II  de  ma  Note 
précitée  (^). 

Soient  (S),  (2),  (S'j  trois  systèmes  circulaires  de  branches,  se 
correspondant  sur  les  trois  courbes,  et  /?,  v,  v'  leurs  ordres  respec- 
tifs de  multiplicité.  Je  suppose  qu'à  un  point  de  (2)  répondent  ^ 
points  de  (S).  D'après  le  théorème  I,  à  un  point  a  pris  sur  (S)  à 
distance  infiniment  petite  d'ordi'e  n  de  l'origine  de  (S) ,  répond 
sur  (2)  un  point  a  à  distance  infiniment  petite  d'ordre  a  =  ^v  de 
l'origine  de  (2).  Soit^'  le  nombre  analogue  à  g  pour  (2')^  alors  à 
a  répond  sur  (2')  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  de  (2')  est 
infiniment  petite  de  l'ordre  a'  =  ^  v  . 

De  là  résulte,  en  changeant  les  notations  : 

Théorèaie  I.  —  Si  entre  les  points  de  deux  courbes  S,  S'  existe 
une  correspondance  quelconque,  et  que  (S),  (S')  soient  des  sys- 
tèmes circulaires  de  branches  se  correspondant,  dont  les  ordres 
de  multiplicité  soient  respectivement  /z,  n' \  si  à  un  point  de  (S) 
correspondent  g  points  de  (S'),  et  à  un  point  de  (S')  g'  points  de 
(S),  à  un  point  placé  sur  (S)  à  distance  infiniment  petite  d'ordre 
gn  de  l'origine  de  {S)  correspondent  sur  (S')  des  points  à  dis- 
tance infiniment  petite  d'ordre  ^  ni  de  l'origine  de  (S'). 

3.  Reprenons  les  trois  courbes  S,  2,  2',  et  appliquons  l'équation 
(i6)  (p.  38  du  t.  IV)  aux  couples  S,  2  et  S,  2'.  JNous  obtenons 

/»■  (y  —  2 /7.)  H-  2Î  0-  =  c  —  2  ;;i  -1-  2  /i  =  k'  (  y'  —  2  u.'  )  -f-  2  c-'. 

Je  change,  comme  précédemment,  les  notations,  je  remplace  g 
et  c'  par  leurs  valeurs,  et  j'ai  la  proposition  suivante  : 

TnÉORiiME  II.  —  Soient  deux  courbes  S,  S'  telles  qu'à  un  point 

(')   ISiilliiin  de  1(1  Sijciclc  inul/icinali'/iic,  t.  IV,  p.  02. 
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de  S  corresporulenl  k  points  de  S',  et  à  un  point  de  8',  k'  points 
de  S.  Si  l' on  désigne  pnr  ni^  m' les  ordres  et  par  c,  c'  les  classes  de 
S  et  de  S',  et  par  g^  /z,  g' ^  n'  les  mêmes  nombres  ipiau  théorème  I, 
on  a 

(i)  hic  —  nm]  —  h'  [c —  im']  =  1  if^'n' —  f^n], 


la  sommation  s  étendant  à  tous  les  couples  [S) ^  {S')  pour  lest/uels 
{g'n' — gn)  est  différent  de  zéro. 

Dans  la  sommation,  on  peut,  sans  troubler  l'égalité,  inti'oduire 
tant  d'autres  couples  (S),  (S')  que  l'on  voudra,  pourvu  qu'on 
n'omette  aucun  des  précédents.  J'écris  (i)  sous  la  forme 

/f{c-2m)  —  li'[c'—9.m')  -^lg{n—  i)  —  lg'{n-  i)=l[g'—g). 

Pour  évaluer  séparément  S g^  [n  —  i)'  j*^  puis,  d'après  la  remarque 
précédente,  adjoindre  à  chaque  (S)  tous  les  correspondants  (S')  et 
par  suite  écrire 

lg{n-i)=kl{n-}). 

La  même  remarque  s'applique  à  la  somme  suivante;  j'ai  donc 

l,[c  —  im  -^1  [n—i]]  —  h'[c'  —  2m'  +  2i(n'— i)]  =1  [g'—  g), 
et,  en  désignant  par  p  et  //  les  genres  de  S  et  S', 

(2)  2/>{p-l)-9.l,'{p'-  i)=l{g'-g). 

C'est  une  autre  forme  de  la  relation  (i),  que  l'on  peut  exprimer 
en  disant  : 

Si  a  et  a'  sont  deux  points  correspondants  sur  S  et  S'  et  quà  un 
point  infiniment  voisin  de  a  répondent  g  points  infiniment  voisins 
de  a',  et  à  un  point  infiniment  voisin  de  a',  ^  points  infiniment 
voisins  de  a\  si,  en  outre,  p  etp'  sont  les  genres  des  courbes  S,  S', 
la  relation  (  2  )  a  lieu,  le  signe  sommatoire  s' étendant  à  tous  les 
couples  a.,  a',  pour  lesquels  [g^  —  g)  est  différent  de  zéro. 

C'est  précisément  sous  cette  forme  que  M.  Zcutlien  a  énoncé  la 
proposition,  en  la  limitant  au  cas  où  les  courbes  S  et  S'  n'ont  que 
des  singularités  ordinaires.  Mais  de  ce  cas  particulier  on  peut 
remonter  au  cas  général.  Tous  les  éléments  qui  figurent  dans  (2)  se 
conservent  dans  les  transformations   uniformes.   Or  on   sait  qu'il 
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est  possible  de  trouver  une  eourbe  correspondant  point  par  point  à 
une  courbe  quelconque,  et  ([ui  n'ait  que  des  singularités  ordinaires. 
On  peut  même  faire  en  sorte  que  la  transformée  n'ait  que  des  bran- 
dies simples,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  de  diverses  manières.  Donc 
la  relation  (2),  démontrée  pour  le  cas  des  singularités  ordinaires, 
s'étend  d'elle-même  au  cas  général. 

4.  Si  l'on  considère  deux  courbes  gauches  dont  S  et  S'  soient  les 
perspectives,  tous  les  éléments  ci-dessus  considérés  sur  les  courbes 
ou  sur  les  perspectives  ont,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  les  mêmes  défi- 
nitions. Donc  : 

Les  théorèmes  1  et  H  s^ appliquent  aussi  au  cas  oii  les  courbes 
S  et  S'  sont  gauches. 

Autre  remarque  :  dans  les  démonstrations  de  ma  Note  sur  la 
conservation  du  genre,  et  dans  les  déductions  actuelles,  rien  n'em- 
pêche de  supposer  que  les  courbes  S  et  S'  soient  égales.  Donc  : 

Les  théorèmes  1  et  II  s'appliquent  aussi  au  cas  où  les  courbes 
S  et  S'  coïncident.  Dans  ce  cas,  où,  bien  entendu,  la  courbe  peut 
être  gauche,  la  formule  (i)  devient 

(3)  {k-k'){c-9.m)=l[s'n'-gn). 

5.  Soient  deux  courbes  algébriques  planes  ou  gauches  S,  S'  et  un 
système  de  surfaces  A.  On  peut  faire  correspondre  les  points  a  et 
rt' de  S,  S',  par  la  condition  que  les  points  correspondants  a,  a' 
soient  sur  une  même  surface  A.  Appliquant  alors  à  cette  correspon- 
dance le  théorème  II,  on  trouvera  que  :  le  nombre  des  surfaces  d'un 
système  qui  touchent  une  courbe  gauche  de  degré  m,  arête  de 
rebroussement  d' une  développahle  de  degré  c,  est  égal  àmv -f- c^, 
f/.  étant  le  nombre  des  surfaces  du  sjstème  qui  passent  par  un 
point,  et  V  le  nombre  de  celles  qui  touchent  une  droite,  théorème 
bien  connu  et  qui  a  été  démontré  de  diverses  autres  manières.  Je 
n'insiste  pas  ici  sur  cette  application,  à  cause  de  l'analogie  qu'elle 
présente  avec  celle  que  je  vais  faire  en  détail.  J'y  aurai  recours  à  ce 
théorèjuc  même,  restreint  au  cas  où  la  courbe  est  plane ,  mais  en- 
tendu, d'autre  part,  d'une  manière  un  peu  plus  générale,  savoir  : 

Théorème  111.  —  Le  nombre  des  éléments  d'un  connexe  plan 
qui  sont  composés  d'un  point  d'une  courbe  et  de  la  tangente  en 
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ce  point,  est  e^alau  produit  des  ordres  de  la  courbe  et  du  connexe 
augmenté  du  produit  de  leurs  classes. 

Je  donnerai  d'ailleurs  à  la  fin  de  eette  Noie  une  démonstration 
directe  d'un  théorème  un  peu  plus  étendu  que  le  théorème  III. 
Pour  le  moment,  j'en  admettrai  l'exactitude. 

6.  On  donne  une  série  doublement  infinie  (A)  de  courbes  A  dans 
un  plan,  et  deux  courbes  de  ce  plan  S,  S'.  Je  fais  correspondre  les 
points  a,  a'  de  S,  S',  par  la  condition  qu'une  courbe  A  touche  S  en 
a  et  passe  en  a' .  Je  forme  alors  l'équation  (i). 

Soit  p  le  nombre  des  courbes  A  qui  passent  en  un  point  et  y  tou- 
chent une  droite.  Désignant  par  M  le  degré  de  A,  j'ai  A"  =  pMrn'. 

Soit  fi  le  nombre  des  courbes  A  qui  passent  par  deux  points,  et 
soit  V  le  nombre  de  celles  qui  passent  par  un  point  et  touchent  une 
droite.  D'après  le  théorème  III,  j'ai 

/('  z=  rnv  ■+-  eu.. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  second  membre  de  (i),  c'est- 
à-dire  de  chercher  tous  les  binômes  {g^n' — ■  gn)  qui  ne  sont  pas 
nuls.  A  cet  eifet,  je  considère  deux  divisions  principales,  savoir  : 
}à  [n  =  n'  =z  i  g  o\x  gl  supérieur  à  l'unité)  \  et  C  (n  ou  Ji'  supérieur 
à  l'unité).  J'envisage  d'abord  les  cas  B. 

Je  suppose  que  «,  a!  soient  deux  points  simples  correspondants, 
et  que  g  soit  supérieur  à  l'unité.  Il  peut  arriver  que,  parmi  les 
p  courbes  A  qui  touchent  S  en  «,  quelques-unes  soient  confondues 
en  une  seule.  Si  ce  fait  n'a  pas  lieu,  quelques-unes  des  courbes  A 
peuvent  être  réduites  à  des  courbes  plus  simples  comptant  plusieurs 
fois  dans  le  degré  de  A.  Enfin  les  courbes  A  peuvent  ne  présenter 
aucune  de  ces  particularités  ;  c'est  qu'alors  une  d'elles  est  tangente 
à  S'  en  a' .  Je  réunis  les  deux  premières  circonstances  en  admettant 
que,  parmi  les  p  courbes  A  touchant  S  en  rt,  il  y  en  ait  h  qui  se; 
réunissent  en  une  seule,  composée  elle-même  de  dilîerenles 
courbes  A.  dont  l'ordre  M,-  compte  Si  fois  dans  M. 

Si  l'on  suppose  la  courbe  S  placée  d'une  manière  arbitraire  dans 
le  plan  de  (A), cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  que  si  elle  a 
lieu  pour  chaque  point  /  du  plan,  sous  la  condition  qu'on  adjoigne 
à  ce  point  une  droite  déterminée  X.  On  doit  donc  supposer  que  cette 
décomposition  des  courbes  A  a  lieu  toutes  les  fois  que  le  point  / 
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par  où  on  les  fait  passer  et  la  droite  X  qu'on  leur  assigne  pour 
tangente  en  ce  point  font  partie  d'un  certain  connexe.  Soient  alors 
v"  et  y."  l'ordre  et  la  classe  de  ce  connexe.  Le  nombre  des  points 
rt  de  S  où  cette  circonstance  se  présente  est,  d'après  le  théorème  Jll, 

mv"  ■+-  cy." .  On  a  alors 

n  =  n'=i,     g  =  liSi,     g'^i,     n'g'  —  ng—  —  [hsi—i). 

La  courbe  A,  donne  lieu  à  M,  ?n  points  analogues  a'.  On  a  ensuite 
à  envisager  les  autres  courbes  qui  s'adjoignent  à  A,-  pour  former 
une  courbe  A.  Il  peut  y  avoir,  en  outre,  d'autres  décompositions 
analogues.  On  voit  que  la  somme  de  tous  les  binômes  {g'n' —  gn) 
qui  y  sont  relatifs  est  de  la  forme 

2Li  =^  —  (  m  V,  +  c p.,  )  m' , 

Vi  et  p.j  étant  des  nombres  qui  ne  dépendent  que  de  (A). 

Le  second  cas  où,  n  et  Ji'  étant  égaux  à  l'unité,  g  est  supérieur  à 
l'unité,  est  celui  où  A  touche  S  et  S'.  Le  contact  avec  S'  est  alors  du 
premier  ordre,  si  l'on  suppose  les  courbes  S  et  S' placées  d'une 
manière  arbitraire.  Chacun  de  ces  contacts  donne 

n  =  fi'  =  i,     g=^;     s'=i,     n'g'—ng=  —  \. 

Le  théorème  III  fournit  le  nombre  de  ces  contacts,  qui  est  celui 
des  courbes  A  touchant  S  et  S'.  D'où,  pour  la  somme  des  binômes 
[^  n' — gn)^  l'élément 

\1i=^  —  [mm! y! -\-  [me'  -+-  m' c)  v  -i-  ce' y], 

formule  dans  laquelle  \j!  désigne  le  nombre  des  courbes  A  qui  tou- 
chent deux  droites.  Cette  formule,  je  le  répète,  est  une  conséquence 
facile  et  connue  du  théorème  III. 

Dans  la  division  B,  j'ai  à  considérer  maintenant  les  cas  où  g 
diffère  de  l'unité.  Ce  cas  s  offre  ou  bien  si  le  système  des  courbes  A 
passant  en  a'  présente  une  décomposition  analogue  à  la  précé- 
dente, ou  bien  si  A  a,  avec  S,  un  contact  du  second  ordre.  Pour  le 
cas  de  décomposition,  on  a  une  somme  d'éléments 

^,  =  (wtVj  -\-  ey.i)  m' , 

que  l'on  trouve  en  raisonnant  coinme  ci-dessus.  Tout  d'abord, 
la  décomposition  étant  supposée  avoir  lieu  en  n\  les  éléments  de  la 
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soniiuc  relalils  à  d  sont  d'uiu;  Ibrmo  telle  que  (///v^  H-c/y^)-  Secon- 
dement, pour  (jue  celte  décomposition  ait  lieu  en  «',  il  faut  qu'il  y 
ait,  dans  le  plan,  un  lieu  de  points  où  elle  se  produise  -,  d'où  le  fac- 
teur m'  dans  l'expression  de  S3. 

Enfin,  si  l'on  désigne  par  N  le  nombre  des  courbes  A  ayant  avec 
S  des  contacts  de  second  ordre,  le  second  cas  donne  lieu  à  l'élément 
suivant  de  la  somme  cherchée  : 

2«  =  Mm'N. 

J'arrive  maintenant  à  la  division  C,  relative  aux  cas  où  les 
nombres  /ï  ,  n  sont  différents  de  l'unité.  A  ces  cas  ne  répond 
aucune  des  décompositions  ci-dessus  5  en  outre,  un  seul  des 
nombres  /z,  n  est  supérieur  à  l'unité.  Les  hypothèses  contraires 
répondraient  à  des  positions  particulières  des  courbes  S,  S'.  Soit 
donc  d'abord  n'^  \ .  On  a  alors 

n  =  \,     g=n',     /i'>i,     f^'=^i,     n'g'—ng—o. 

Ainsi  ce  cas  ne  donne  lieu  à  aucun  élément  de  la  somme  cher- 
chée. Soit  enfin  Ji'^  i .  Ici  ^  est  l'unité;  il  faut  déterminer  ^.  C'est 
à  quoi  on  peut  utilement  employer  le  théorème  I.  Soient  a,  a  les 
points  considérés  sur  S  et  S'.  Si,  sur  une  des  branches  de  (S),  sys- 
tème circulaire  dont  l'origine  est  en  a,  on  prend  un  point  a,,  à 
distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de  «,  il  y  correspond  un  point 
«',  dont  l'ordre  infinitésimal  de  la  distance  à  a'  est  égal  à  ^.  Par 
suite,  ^  est  égal  à  l'ordre  de  la  variation  de  la  courbe  A  quand  on 
passe  de  fl  ka^.  Soit  v l'ordre  infinitésimal  de  l'angle  dont  la  tan- 
gente de  S  a  tourné  quand  on  passe  de  a  en  a^.  La  variation  de  la 
courbe  A  a  pour  ordre  le  plus  petit  des  deux  nombres  v,  n.  Donc  g' 
est  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres  ;  d'où  résulte  aisément  ce 
dernier  élément  de  la  somme  cherchée  : 

25  =  —  pM m'  2  (  «  —  V  )  =  —  p M  m' r, 

le  nombre  r  représentant  la  somme  des  nombres  («  —  v)  relatifs  à 
tous  les  systèmes  circulaires  de  branches  de  S  pour  lesquels  v  est 
inférieur  à  n.  Ce  nombre  /•  est  donc  ce  que  j'appelle  le  nombre  des 
inflexions  effectives  des  courbes  corrélatives  de  S  5  c'est  aussi  le 
nombre  des  rebroussements  ordinaires  qui  remplacent  les  singula- 
rités de  la  courbe  S  dans  les  équations  de  Plûcker. 
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J'ai  maintenant  tous  les  éléments  de  l'équation  (i)  et  je  puis  la 
former.  On  voit  aisément  que  les  termes  contenant  c'  en  facteur 
disparaissent,  et  que  m'  se  trouve  alors  en  facteur  commun.  Ce  fac- 
teur supprimé,  il  ne  reste  plus  aucun  élément  de  la  courbe  S',  et 
l'on  obtient  une  relation  de  la  forme 

(4)  N  =  ac  +  j3m -f- pr, 

où  a,  |3,  ainsi  que  p,  ne  dépendent  que  de  la  série  (A).  La  for- 
mule (4)  donne  le  nombre  des  courbes  A  qui  ont  des  contacts  du 
second  ordre  avec  la  courbe  S.  C'est  celle  que  j'ai  obtenue  par  une 
voie  toute  différente  dans  un  autre  travail,  et  à  un  point  de  vue  un 
peu  plus  étendu  (  '  ) .  La  formule  elle-même  fixe  le  sens  des  lettres  a, 
|3;  quant  à  p,  sa  signification  est  déjà  connue.  De  là  l'énoncé  sui- 
vant : 

Théorème  IV.  —  Soit  une  série  doublement  infinie  de  courbes 
algébriques  A  dans  un  plan,  et  telle  que  P  soit  le  nombre  de  ces 
courbes  qui  ont  une  droite  pour  tangente  d'inflexion,  p  le  nombre 
de  celles  qui  passent  par  un  point  etj  touchent  une  droite,  (a  —  3/5) 
le  nombre  de  celles  qui  ont  un  point  donné  pour  point  de  rebrous- 
sement  :  le  nombre  des  courbes  A  qui  ont  un  contact  du  second 
ordre  avec  une  courbe  donnée  est  (ac  -t-  jS/zi  -{-  p/'),  c  et  m  étant 
la  classe  et  l'ordre  de  cette  courbe^  et  r  le  nombre  des  rebrous- 
sements  ordinaires  qui  représentejit  ses  singularités  dans  les  équa- 
tions de  Plûcker. 

En  désignant  par  s  le  nombre  corrélatif  de  r,  c'est-à-dire  le 
nombre  des  infiexions  qui  représentent  les  singularités  de  S  dans 
les  équations  de  Plûcker,  et  posant 

9.q  =:  r-\-  3c  =  5+  3w, 

mettant  en  outre  les  lettres  P,  D,  initiales  de  point  et  droite  au 
lieu  de  (a  —  3p)  et  j3,  et  désignant  par  C  le  nombre  des  courbes  A 
qui  ont  des  contacts  du  second  ordre  avec  une  conique,  on  peut 
mettre  la  relation  (4)  sous  la  forme 

^  =  l(qC-rV-  sB). 


(')  Mémoire  Sur  lu  recherche  des  point';  d'une  courhe.  etc.  {Journal  de  Mtithénm- 
tiques,  3"  si-rio,  t.  Il,  p.  377.) 
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C'est  sous  (x'ttc  forme  (juc  j'ai  cinployé  la  riîiation  (4)  dans  ma  Note 
Sur  les  degrés  et  les  classes  de  certains  lieux  gcotnétrif/ues  (  '  ) . 

7.  Au  moyen  de  la  même  série  (A)  on  peut  faire  correspondre; 
de  la  même  manière  les  points  d'une  même  courbe  S.  Grâce  à  la 
formule  (3)  et  au  résultat  précédent,  on  pourra  ainsi  calculer  le 
nombre  des  courbes  A  qui  touchent  en  deux  points  diilérents  la 
courbe  S.  Je  me  borne  à  cette  indication,  la  formule  à  laquelle  on 
parvient  étant,  dans  sa  généralité,  trop  compliquée  pour  être  utile. 
J'arrête  ici  ce  qui  concerne  les  applications  de  la  formule  de  M.  Zeu- 
tlien,  et  je  vais  donner  une  démonstration  directe  d'un  théorème 
comprenant  la  proposition  IIl,  ainsi  que  je  l'ai  annoncé. 

8.  Soient,  dans  un  plan,  deux  courbes  S,  S'  entre  les  points 
desquelles  existe  comme  ci-dessus  une  correspondance  (Â,  A').  On 
considère  un  connexe  C  du  même  plan,  c'est-à-dire  une  série  tri- 
plement infinie  de  couples  composés  chacun  d'un  point  /et  d'une 
droite  X.  Si  l'on  se  donne  A,  /décrit  une  courbe  dont  l'ordre  est 
celui  du  connexe;  je  le  désigne  par  r.  Si  l'on  se  donne  /,  X  enve- 
loppe une  courbe  dont  la  classe  est  celle  du  connexe  5  je  la  désigne 
par  f/.  Je  vais  chercher  le  nombre  des  éléments  (/,  X)  du  connexe, 
qui  sont  composés  d'un  point  n.  de  S  et  de  la  tangente  a'  en  un 
point  a'  de  S',  correspondant  à  a. 

A  chaque  point  a'  correspondent  divers  points  a.  A  chacun  de  ces 
points  a  correspondent,  dans  le  connexe,  diverses  droites  a  passant 
par  a' .  L'ensemble  de  ces  droites  enveloppe  une  courbe  dont  je  dé- 
signe par  w  la  classe.  Je  fais  correspondre,  sur  une  droite  arbi- 
traire L,  les  points  A  où  L  est  rencontrée  par  les  droites  a,  avec  le 
point  A'  où  L  est  rencontrée  par  la  tangente  a'  en  a' .  Au  point  A 
correspondent  oi  points  A',  et  aux  points  A',  A'c'^  points  A.  On  a 
donc  oi-\-Iic'(x  coïncidences,  parmi  lesquelles  chaque  point  a' 
situé  sur  L  en  entraîne  A'fx.  Il  reste  donc  pour  le  nombre  des  points 
cherchés 

N  =  f.)  H-  c'  k'  [X  —  m'  /f '  [j.. 

Il  reste  à  déterminer  co.  Soit  />  un  point  arbitraire  :   pour  chaque 


(')  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXXIII,  p.  ^o5. 
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tlroiln  B  nienéc  par  /»,  je  détermine  les  points  a  qui  lui  correspon- 
dent dans  le  connexe  et  qui  sont  situés  sur  S.  Je  prends  les  points  a 
correspondants  sur  S',  (-t  je  les  joins  h  p  par  des  droites  B'.  Je  con- 
sidère B  et  B' comme  des  droites  correspondantes  de  deux  faisceaux 
issus  de  p.  Les  coïncidences  répondent  aux  tangentes  menées  de  p 
à  l'enveloppe  des  droites  a\  leur  nombre  est  donc  w. 

A  une  droite  B  répondent  mv  points  a,  et  par  suite  min'  droites 
IV.  A  une  droite  B'  répondent  m'  points  a',  m' h'  points  a,  m'h'^ 
droites  B;  donc 

l   0)  =  m/i  V  +  m' If'  [j.. 
(5  '  l 

I  N=:  c7r'/uL  +  mit  y. 

Théorème  V.  —  Si  entre  deux  courbes  S,  S'  a  lieu  la  correspon- 
dance définie  au  théorème  II,  le  nombre  des  éléments  d'un  con- 
nexe d'ordre  v  et  de  classe  [x,  qui  sont  composés  d'un  point  de  S 
et  d'une  tangente  correspondante  de  S',  est  égal  à  c'h^ft.  -h  mkv. 

Si  S  et  S'  coïncident,  k  et  /'  sont  égaux  à  l'unité,  et  l'on  obtient 
comme  corollaire  le  théorème  III. 

9.  La  conception  du  couple  (/,  À)  comme  élément  du  plan  donne 
lieu  à  celle  des  trois  êtres  géométriques  :  connexe  triplement  in- 
fini*, coïncidence  doublement  infinie  5  couple  de  courbes  simple- 
ment infini.  A  la  proposition  qui,  dans  la  Géométrie  plane  ordi- 
naire, fournit  le  nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courbes, 
répondent  ici  deux  propositions.  La  première  donne  le  nombre  des 
intersections  d'un  connexe  avec  un  couple  de  courbes  :  c'est  le  théo- 
rème V.  La  seconde  donne  le  nombre  des  intersections  de  deux 
coïncidences.  Cette  seconde  proposition  se  déduit  immédiatement 
du  théorème  suivant  établi  par  M.  Zeuthen  (^)  : 

Soit  donnée  dans  un  plan  une  correspondance  telle  : 

i"  Ou  à  un  point  rpielconque  X  correspondent  a'  points  X',  et  à 
un  point  X'a  points  X  \ 

2°  Que  le  lieu  des  points  X  ou  X'  dont  les  liomologues  se  trou- 
vent sur  une  droite  donnée  soit  une  courbe  d'ordre  j3. 

yllors  il  existe  dans  le  plan  a  4-  a'  H-  (3  points  oii  deux  points 
bomologues  X  et  X'  coïncident. 

(')  CowptHs  rrinfiit  cir  l' Aradrmie  t/r.f  Scirnref:.  t.  l.XWIII.  jv  i.').')3. 
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Soit  G  une  coïncitlcncc,  c'cst-à-dirc  une  série  doublenicnl  infinie 
de  couples  (/,  ^)  telle,  qu'à  une  droite  À  correspondent  c  points  /, 
et  à  un  point  /,  y  droites  X,  et  en  outre,  que  h  soit  le  nombre  des 
couples  (/,X)  dans  lesquels  /  est  sur  une  droite  donnée  et  X  passe 
par  un  point  donné.  Je  considère  une  seconde  coïncidence  ana- 
logue G',  et  je  désigne  par  c',  y',  A'  les  nombres  analogues.  Je  fais 
correspondre  les  points  /  et  /'  par  la  condition  que  les  droites  cor- 
respondantes X,  >/  coïncident.  Si  alors  /  et  /'  coïncident  en  même 
temps,  j'obtiens  une  intersection  des  deux  figures  G,  G'.  Il  suffit 
donc  d'appliquer  ici  la  proposition  de  M.  Zeuthen.  On  a  évidem- 
ment 

a'=^c'y,     azz:c/',     ^  =  /ih'; 

d'où,  pour  le  nombre  des  intersections  de  G  et  G', 

(6j  N  =  c/4-AA'-i-c'7. 

Les  deux  formules  (5)  et  (6)  se  confondent  dans  un  seul  énoncé  si 
l'on  emploie  les  notations  symboliques  que  j'ai  introduites  dans  cet 
ordre  de  reclierclies  et  que  M.  Schubert  a  employées  avec  tant  de 
succès  (*). 

Par  la  lettre  D  j'indique  la  condition,  pour  le  point  /,  d'être  situé 
sur  une  droite  donnée,  et  par  la  lettre  P,  la  condition,  pour  la 
droite  X,  de  passer  par  un  point.  Par  D^P"  on  indique  alors  le 
nombre  des  couples  (/,  1)  tels,  que  /  soit  l'intersection  de  deux  droites 
données,  c'est-à-dire  un  point  donné,  et  que  X  soit  une  droite  donnée. 
Ainsi  le  symbole  D^P^  est  égal  à  l'unité^  les  autres  symboles  du 
quatrième  ordre  sont  nuls.  Cela  posé,  j'appelle  înodules  d'un  con- 
nexe et  d'un  couple  de  courbes  les  quantités 

(p-P  +  vD),     PD(c7<'D  +  m/.P), 

et  module  d'une  coïncidence  la  quantité 

■/P=^-/<PD  +  cD^ 

On  peut  alors  énoncer  les  formules  (5)  et  (6)  en  disant  que  l'en- 
semble des  éléments  (/,  X)  défini  par  i  équations  (1  =  1,  2,  3)  est 


(')  Notamment  clans  son   Mémoire  :   lieicrii^c  zur  abzàhlendvn  Gcomctrie  [Math. 
Aniuden^  t.  X,  p.  i). 

Y.  25 
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représenté  par  un  module,  qui  est  une  fonction  homogène  et 
d'ordre  i  des  symboles  P,  D.  Le  nombre  des  intersections  de  deux 
pareils  êtres  est  égal  au  produit  symbolique  de  leurs  modules. 

Ce  théorème  s'étend  à  la  Géométrie,  où  l'on  considère  comme 
élément  de  l'espace  le  couple  formé  par  un  point  et  un  plan.  Je  le 
montrerai  dans  une  autre  occasion. 


Sur  Vejn^eloppe  de  la  droite  de  Simpson;  par  M.  H.  Brocard. 
(Séance  du  29  novembre  1876.) 

Le  mode  de  démonstration  que  j'ai  suivi  dans  ma  première  Com- 
munication à  la  Société  mathématique,  sur  V enveloppe  de  la  droite 
de  Simpson  ou  ligne  pédale  d'un  triangle  rectiligne,  a  suggéré  à  un 
de  nos  honorables  collègues,  M.  Laquière,  quelques  remarques  in- 
téressantes que  je  me  fais  un  plaisir  de  soumettre  à  la  bienveillante 
attention  de  la  Société. 

Conservons  les  notations  des  deux^?^''.  3  et  4  qui  accompagnent 
cet  article  dans  le  Bulletin  (t.  I,  p.  aaj). 

La  démonstration  repose  sur  la  propriété  de  la  droite  DE  de  pas- 
ser par  le  milieu  I  de  MH. 

Cette  remarque  étant  faite,  on  observera  que  la  rotation  de  UI 
est  double  de  celle  de  lE  et  de  sens  inverse,  de  sorte  que  le  théo- 
rème devient  immédiat,  comme  cas  particulier  de  l'un  des  théo- 
rèmes suivants,  que  leur  énoncé  sullit  à  rendre  évidents  : 

Une  droite  mobile  mn  est  définie  par  le  mouvement  d'un  de 
ses  points  m  et  son  orientation.  Pour  avoir  le  point  t  de  son  enve- 
loppe, il  suffit  de  projeter  en  c  le  centre  C,  de  courbure  de  la 
courbe  [m)  sur  la  droite  mn  et  de  prendre 

mt 0/ 

me       w 

(jù! et  co  étant  les  xntesses  angulaires  d'orientation  delanormale  m  Ci 
et  de  la  droite  mn  au  point  considéré. 

Remarques .  —  Les  positions  de  la  droite  vm  (jui  sont  normales 


I 
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à  ia  courbe  (m)  sont  les  tangentes  aux  points  de  rebroussemcnt  de 
l'enveloppe. 

Les  droites  nin  tangentes  à  la  courbe  [ui)  sont,  aux  mêmes  points, 
tangentes  aux  sommets  de  l'enveloppe. 

Corollaire.  —  Si  les  vitesses  oj  et  œ'  sont  proportionnelles  et  ({uc 
(m)  soit  une  circonférence  de  rayon  R,  l'enveloppe  de  la  droite 
sera  une  épicycloïde  concentrique  à  la  circonférence  [m)  qui  est 
la  circonférence  de  ses  sommets,  et  l'on  aura  pour  les  rayons  11'  de 
la  circonférence  directrice  et  r  du  cercle  décrivant 

U  R'  -xr 


W  O  Cl)  0) 


Dans  le  cas  de  la  droite  dont  il  s'agit, 


d'où 


2 


e  qui  résout  complètement  la  question. 


Sur  la  détermination,  par  le  principe  de  correspondance ,  du 
nombre  des  points  de  contact  ou  d' intersection  sous  un  angle 
doiiné  des  courbes  d'un  système  avec  une  courbe  algébrique; 
par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  29  novembre  1876.) 

I.  La  question  qui  a  pour  objet  la  détermination  du  nombre  des 
points  de  contact  des  courbes  d'un  système  (p,  v)  avec  une  courbe 
algébrique  a,  comme  on  sait,  été  traitée  par  plusieurs  géomètres. 
La  formule  qui  donne  ce  nombre  a  été  démontrée  de  diverses  ma- 
nières, dans  le  cas  des  systèmes  de  courbes  algébriques  et  aussi  tout 
récemment  dans  le  cas  des  systèmes  de  courbes  quelconques.  Mais, 
de  toutes  ces  démonstrations,  la  plus  simple  et  la  plus  lumineuse 
est,  à  notre  avis,   celle  qui  a  été  imaginée  par  JNL    Brill  [Math. 
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Ann.,  t.  VIII,  1875).  Bien  que  l'auteur  ne  l'ait  donnée  que  pour 
le  cas  des  systèmes  de  courbes  algébriques,  on  reconnaît  sans 
peine  qu'elle  s'applique  de  tout  point  aux  systèmes  de  courbes 
(luelconques.  Cette  démonstration,  basée  sur  l'emploi  du  principe 
de  correspondance,  donne  véritablement  la  raison  â' être  du  théo- 
rème, si  bien  que,  si  nous  l'avions  connue  plus  tôt,  nous  nous  se- 
rions dispensé  d'en  cherclier  une  autre  ('). 

II.  Le  mode  de  démonstration  employé  par  M.  Brill  nous  a  paru 
pouvoir  s'appliquer  avec  succès  à  d'autres  questions  concernant  les 
systèmes  de  courbes.  Nous  allons  tout  d'abord  en  faire  usage  pour 
compléter  le  lliéorème  relatif  au  contact  des  courbes  d'un  sys- 
tème avec  une  courbe  algébrique,  en  considérant  le  cas-,  jusqu'à 
présent  exclu,  où  il  y  aurait  croisement  ou  convergence  d'une  infi- 
nité de  branches  du  système  en  un  ou  plusieurs  points  de  la  courbe 
algébrique.  A  cet  effet,  nous  allons  reprendre  la  démonstration  de 
M.  Brill,  en  y  introduisant  seulement  l'hypothèse  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Dans  le  plan  de  la  figure,  prenons  une  droite  D  quelconque.  La 
courbe  fixe  C  étant  supposée  du  m'^""  degré  et  de  la  /i'^""  classe, 
menons  d'un  point  x  de  D  les  n  tangentes  à  C.  En  chacun  des 
n  points  de  contact  passent  p  courbes  du  système.  Les  tangentes  à 
ces  courbes  en  ces  n  points  vont  couper  D  en  n]x  points  j,  qui  cor- 
respondent au  point  x  choisi.  Inversement,  prenons  un  point  r 
quelconque  sur  D.  Les  tangentes  aux  courbes  du  système  issues 
de  y  ont  leur  point  de  contact  sur  une  courbe  de  degré  \x-\-m  qui 
possède  en  y  un  point  multiple  d'ordre  \i..  Ce  dernier  lieu  a  de  plus 
un  point  singulier  en  chacun  des  points  de  C  par  lesquels  passent 
une  infinité  de  branches  du  système.  Il  coupe  par  suite  C  en  un 
nombre  total  de  points  égal  <à  m  {p.-\-  v),  parmi  lesquels  figurent 
avec  un  certain  degré  de  multiplicité  les  points  singuliers  précités. 
Si  nous  désignons  par  w  le  nombre  total  des  points  ainsi  absorbés, 
il  reste  m(p-l-v) — o>  points  d'intersection  simples,  et  les  tan- 
gentes à  C  en  ces  derniers  points  vont  couper  U  en  m  (^ut  -h  v)  —  w 
points  Jc,  correspondant  au  point  initial  j'. 

En  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  a  par  suite  sur  D 

(')  Voir  Comptes  rcrulus  de  \' Académie  des  Sciences,  t.  LXXXII,  p.  i3.i8. 
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(x  -h  m  (a  -h  v)  — w  coïncidences  d'un  point  x  avec  son  corrcs- 
pondantj^.  D'ailleurs,  chacune  de  ces  coïncidences  fournit  un  con- 
tact d'une  branche  du  système  avec  la  courbe  C,  à  moins  toutefois 
que  ces  coïncidences  n'aient  lieu  aux  points  d'intersection  de  C 
avec  D.  Or  chacun  de  ces  points  d'intersection,  au  nombre  de  m, 
comprend  jx  coïncidences  étrangères  à  la  question.  En  déduisant  mfx 
du  nombre  total  trouvé  ci-dessus,  il  reste  h^jl  -+-  j?iv  —  oj.  Tel  est  le 
nombre  des  contacts  des  branches  du  système  avec  la  courbe  algé- 
brique, en  dehors  des  points  singuliers. 

Dans  le  cas  où  les  courbes  du  système  sont  indépendantes  de  C, 
w  est  nul,  et  l'on  retrouve  le  théorème  connu  consistant  en  ce  que 
le  nombre  des  contacts  des  branches  d'un  système  (jiz,  v)  nuec  une 
courbe  algébrique  du  ni'^"*"  degré  et  de  la  n''""^  classe,  indépen- 
dante du  système,  est  égal  à  ny.  -h  niv. 

III.  11  est  facile  de  voir  quelle  est  la  marche  à  suivre  pour  dé- 
terminer le  nombre  w  à  soustraire  du  nombre  précédent,  dans  le 
cas  où  il  existe  en  un  ou  plusieurs  points  de  C  un  croisement  d'une 
infinité  de  branches  du  système.  En  effet,  de  la  démonstration  pré- 
cédente il  résulte  que  ce  nombre  o)  n'est  autre  chose  que  le  nombre 
des  points  d'intersection  de  C  et  de  la  courbe  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  un  point  quelconque  aux  courbes 
du  système,  qui  sont  confondus  avec  les  points  singuliers  de  ce  der- 
nier lieu  provenant  des  points  singuliers  du  système.  On  est  ainsi 
ramené  au  problème  qui  consiste  à  trouver  le  nombre  des  points 
d'intersection  de  deux  courbes  algébriques,  qui  sont  confondus  en 
un  point  commun,  multiple  pour  l'une  au  moins  des  deux  courbes. 
Cette  question  a  été  traitée  par  plusieurs  géomètres,  parmi  lesquels 
nous  citerons  MM.  Cayley,  de  la  Gournerie,  Painvin,  Halphen  (*). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  cas  où  une  ou  plusieurs  des  tan- 
gentes de  la  courbe  C  seraient  touchées  par  une  infinité  de  bran- 
ches du  système  se  traiterait  de  la  même  manière  et  donnerait  lieu 
à  un  certain  abaissement  du  nombre  nii  -+-  mv. 

IV.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut,  par  un 
procédé  analogue  à  celui  employé  par  M.  ^v'A\^  déterminer  le  nombre 


C)  loir,  i)Oiir  riustoriquc  lU-   coUo  (juestion,   le  Mémoire  de  M.  Halphen,  publié 
dans  le  Bulletin  de  la  Société,  t.  III,  p.  ^(i. 


des  points  d'uiie  courbe  alf^ébrique  en  les(/uels  celle  courbe  est 
coupée  sous  un  angle  donné  par  une  des  branches  d'un  système 
donné. 

Nous  prendrons  comme  point  de  départ  ce  tliéorème,  d'ailleurs 
connu,  d'après  lequel,  si  une  courbe  algébrique  plane  du  ni''""'  de- 
gré et  de  la  n''"'"  classe  a  deux  points  multiples  d'ordre  r  confon- 
dus avec  les  deux  points  circulaires  à  l'injini,  le  nombre  des  droites 
issues  d'un  point  quelconque  du  plan  et  coupant  la  courbe  donnée 
sous  un  angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation  est  égal 
à  m,  -{-  71  —  2  /'. 

Ce  théorème  se  conclut  du  reste  immédiatement  du  théorème  re- 
latif au  contact  des  coui'bes  d'un  système  avec  une  courbe  algé- 
brique. Considérons,  en  eflet,  le  système  des  spirales  logarithmi- 
ques ayant  pour  pôle  un  point  quelconque  du  plan  O,  et  coupant  les 
rayons  vecteurs  issus  de  ce  pôle  sous  l'angle  donné  compté  dans  le 
sens  de  rotation  assigné.  Ce  système  a  pour  caractéristiques  ^  =  i, 
V  =  I ,  et,  ainsi  que  je  l'ai  fait  remarquer  dans  un  travail  précédent, 
il  a  une  infinité  de  branches  imaginaires  convergeant  asymptotique- 
ment  vers  chacun  des  points  circulaires  de  l'infini.  Comme,  d'ail- 
leurs, chacun  de  ces  points  est  simple  sur  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  au  système  issu  d'un  point  quelconque  (cercle), 
on  a 

oi  =:  2r       et       nix-\-niv  —  r^)  =  m -h  n — 2/'. 

Tel  est  le  nombre  des  obliques  inclinées  de  l'angle  donné  dans  un 
sens  déterminé  sur  la  courbe  C,  que  l'on  peut  mener  par  le  point  O. 
Cela  posé,  prenons  une  droite  D  quelconque  dans  le  plan  qui 
contient  la  courbe  C  et  le  système  donnés  5  puis,  par  un  point  x 
quelconque  de  cette  droite,  menons  les  ni-hn  —  2/'  droites  cou- 
pant C  sous  l'angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation.  En 
chacun  de  ces  points  passent  fx  branches  du  système  et  leurs 
p  tangentes  qui  déterminent  sur  DB  fx  points  j  ,  d'où  résultent 
(m  -h  /i  —  2/')  fz  points  y  correspondant  au  point  x.  Inversement, 
prenons  un  point  y  quelconque  sur  D,  et  considérons  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  de^'  aux  courbes  du  système. 
Ce  lieu,  de  degré  H-t  -h  v,  coupe  la  courbe  C  en  m  {^x-h  v)  —  w  points, 
Cl)  ayant  la  signification  indiquée  ci -dessus.  En  chacun  de  ces 
m  (|ji  -f-  v)  —  fô  points,  traçons  la  droite  qui  coupe  C  suivant  l'angle 
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donné.  Les  m  (^  -j-  y  )  —  o)  droites  ainsi  obtenues  déterminent  sur  D 
autant  de  points  x  (|ui  correspondent  au  point  de  départ  jy.  Par 
suite,  et  eu  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  a 

(  m  +  /i  —  2  /•)  fj.  +  m  [  [j.  H-  V  )  —  0) 

coïncidences  d'un  point  x  avec  son  correspondant  j^.  De  ce  nombre 
il  faut  déduire  les  ?n(x  coïncidences  confondues  avec  les  itt  points 
d'intersection  de  C  avec  D,  qui  ne  répondent  pas  à  la  question.  Le 
nombre  restant,  à  savoir  [i/i  ~h  n — 2r)  i^-^  niv — w,  fournit  la 
solution  cherchée. 

En  particulier,  lorsque  les  courbes  du  système  (^,  v)  sont  indépen- 
dantes de  C,  0)  est  nul,  et  l'on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  des  points  d'une  courbe  algébrique  du  m'"'"^  degré, 
de  la  n'""'"  classe  et  ayant  deux  points  multiples  d'ordre  r  aux 
points  circulaires  de  l'injini  en  lesquels  cette  courbe  est  rencontrée 
sous  un  angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation  par  les 
branches  d'un  système  (^,  v)  indépendant  de  la  courbe j,  est  égal 
à  [m-\-n  —  ir)  ^  -i-  mv  (*). 

Le  même  pi'océdé  de  démonstration  s'applique  à  un  très-grand 
nombre  de  questions  relatives,  comme  la  précédente,  à  l'intersec- 
tion dans  des  conditions  données  d'une  courbe  algébrique  avec  les 
branches  d'un  système.  Nous  avons  l'intention  de  traiter  ce  sujet 
d'une  manière  plus  complète  dans  un  prochain  travail. 

V.  L'objet  principal  de  cette  Note  était  de  montrer  comment  les 
singularités  des  systèmes  de  courbes  s'introduisent ,  sans  occa- 
sionner d'autres  difficultés  que  celles  déjà  connues  et  en  partie  ré- 
solues dans  la  théorie  des  courbes  algébriques.  La  définition  analy- 
tique, que  nous  avons  donnée  des  systèmes  de  courbes  dans  le  plan, 
peut  devenir  ici  d'un  grand  secours.  En  effet,  si 

/       dr 

est  l'équation  d'un  pareil  système,  on  reconnaît  qu'un  point  x  =  a, 
y  =z  b  est   un   point  singulier  par  lequel  passent  une  infinité  de 


C)  Foir  une  autre  démonstration  du  même  théorème  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  LXXXllI,  p.  633). 
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branches  du  système,  si  l'équation 

o(«,  b,  p)^o 

est  vérifiée  quel  que  soit/^.  Si  ce  même  point  x  =^  a^  y  =^h  est  un 
point  simple  ou  multiple  d'une  courbe  algébrique 

la  portion  du  nombre  désignée  ci-dessus  par  w,  qui  se  rapporte  air 
point  X  =:^  a^  j  =^b^  n'est  autre  chose  que  le  nombre  des  points 
communs  à  la  dernière  courbe  et  à  la  courbe 

qui  sont  confondus  au  point  considéré.  Cela  résulte  immédiate- 
ment des  démonstrations  données  plus  haut,  et  de  cette  simple  re- 
marque que  la  dernière  équation  définit  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  aux  courbes  du  système  menées  parallèlement  à 
la  droite  y  =  px. 


Sur  les  lignes  de  courbiwe  des  surfaces  du  second  ordre  ; 
par  M.  Laguerue. 

(Séance  du  17  mai  1876.) 

1 .  Soient  A  une  surface  du  second  ordre  et  K  l'une  quelconque 
de  ses  lignes  de  courbure.  On  peut  faire  passer  par  K  une  infinité 
de  surfaces  du  second  ordre;  soit  A' l'un»;  quelconque  d'entre  elles. 

Cela  posé  : 

La  surface  dêweloppable,  circonscrite  à  A  et  A',  touche  A  sui- 
vant une  de  ses  lignes  de  courbure. 

En  d'autres  termes  : 

Etant  donné  un  plan  tangent  (juelconque  à  la  surface  A  qui  la 
touche  au  point  M,  on  peut^  par  K,  mener  deux  autres  surfaces 
du  second  ordre  qui  touchent  le  plan;  si  l'on  désigne  par  A  et  B 
leurs  points  de  contact,  les  droites  MA  et  .MB  sont  les  tangente.'' 
au.r  lignes  de  courbure  de  A  qui  se  croisent  au  jwint  M, 


2.  Les  surfaces  (fuadricuspidales,  étudiées  par  M.  delà  Gourne- 
rie,  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  surfaces  du  second 
ordre  A'. 

Si\  par  la  hiquadrat'Kjiie  K,  on  mené  une  (juadricuspidale  f/ucl- 
comjue,  la  surface  dé^eloppahle  circonscrite  à  A  et  à  la  (juadri- 
cuspidale  touche  A  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure. 


Sur  le  lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées  de  ces 
points  à  deux  courbes  planes  soient  égales  entre  elles;  par 
M.  Lagxjerue. 

(Séance  du  3i  mai  1876.) 

\  .  Soient  S  et  S'  deux  courbes  planes,  m  et  7?/deux  points  situés 
respectivement  sur  ces  courbes  et  tels  que,  les  tangentes  menées  en 
ces  points  se  coupant  en  f ,  on  ait  mt  =^  ni  t. 

Pour  déterminer  le  lieu  du  point  f,  je  m'appuierai  sur  le  lemme 
suivant,  dont  l'évidence  est  immédiate  : 

Si  Von  fait  la  perspective  stéréo  graphique  des  courbes  S  et  S' 
sur  une  sphère,  en  appelant  O  le  centre  de  la  projection,  S  ef  Z 
les  courbes  perspectives  de  S  et  de  S',  f/  et  pJ  les  points  correspon- 
dant à  m  et  m',  les  tangentes  menées  en  ^  et  {j!  aux  courbes  2  et  2' 
.ve  rencontrent  en  un  point  de  l'espace  0  quiest  situé  sur  lerajon  Ot. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

2.  De  ce  lemme  résulte  immédiatement  la  construction  suivante 
du  lieu  des  points  t. 

Faisons ,  sur  une  sphère  quelconque,  la  perspective  stéréogra- 
phique  des  courbes  données  S  et  S'  et  imaginons  les  deux  surfaces 
développables  qui  ont  pour  arêtes  de  rebroussement  les  deux  courbes 
perspectives  2  et  S'.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe 
gauche  K5  imaginons  maintenant  le  cône  ayant  pour  base  K  et  pour 
sommet  le  centre  O  de  la  perspective  :  ce  cône  coupera  le  plan  de  S 
et  de  S'  suivant  le  lieu,  cherché. 

3.  Etant  donnée  une  courbe  plane  S,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
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terminer  une  courbe  T  telle,  que  deux  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  de  chacun  des  points  de  cette  courbe  à  S  soient  égales  entre 
elles. 

Pour  résoudre  ce  problème,  faisons  sur  une  sphère  quelconque 
la  projection  stéréographique  de  S.  La  courbe  perspective  2  est 
l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable  ^  soit  K  la  ligne 
nodale  de  cette  surface. 

Si  l'on  imagine  le  cône  ayant  pour  base  K  et  pour  sommet  le 
centre  O  de  la  perspective,  ce  cône  coupe  le  plan  de  S  suivant  la 
courbe  T. 


Sur  un  problème  d' yïlgèbre ;  par  M.  Laguerhe. 

(Séance  du  lo  janvier  1877.) 

1 .  En  désignant  par  S^  la  somme  des  puissances  d'ordre  ^  des 
racines,  de  l'équation  de  degré  «,  f{oc)  =  o,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  le  polynômey(j:)  connaissant  Sj,  S3,  .  .  .,  Ssn-i- 

Comme  on  a  ainsi  n  équations  de  condition  pour  déterminer  les 
coefficients  du  polynôme,  il  est  clair  que  le  problème  est  générale^ 
ment  déterminé.  Il  peut  se  faire  néanmoins  qu'il  y  ait  une  infinité 
de  solutions;  car,  si  l'on  satisfait  à  la  question,  ce  qui,  dans  cer- 
tains cas,  sera  évidemment  possible,  en  prenant  pour  /{oc)  un  po- 
lynôme de  degré  inférieur  à  Ji^  en  désignant  par  ^{oc^)  un  poly- 
nôme quelconque  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  x^ 
on  y  satisfera  aussi  en  remplaçant  ^'(a:)  par  ^(j:) -t-y(j:^)x"',  les 
coefficients  de  ^{x^)  et  l'exposant  ni  étant  du  reste  arbitraires, 
pourvu  que  le  degré  de  l'expression  précédente  soit  égal  à  n. 

2.  Pour  poser  d'une  façon  plus  précise  le  problème  à  résoudre, 
je  l'énoncerai  ainsi  : 

Déterminer  un  poljnôme  f{x),  de  degré  égal  ou  inférieur 
à  /z,  jouissant  de  la  propriété  énoncée  et  tel,  que  J {x)  et  J  [ —  x) 
n'aient  aucun  facteur  commun. 

11  est  facile  alors  de  démontrer  que,  si  le  problème  a  une  solu- 
tion, le  polynôme  /(jr)  est  parfaitement  déterminé. 


I 
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A  cet  cllct,  posons /(  —  x)  =  ç(x);  d'après  ce  que  je  vi(;iis  de 
dire,  la  fraction  -^, — -  sera  irréductible.  Soient  de  plus  «,  Z>,  c,  . .  . 


les  racines  de  réquation/(x)  =  o,  on  aura  évidemment 

l'expression  (  —  )  désignant,  en  général,  sans  que  je  me  préoccupe 
des  valeurs  des  coefficients,  une  série  développée  suivant  les  puis- 
sances de  —  et  commençant  par  un  terme  d'un  degré  au  plus  égal  h 

—  m . 

En  intégrant  l'équation  précédente  entre  les  limites  a:  et  oo  ,  il 
viendra 

/(•^)'"  ^Vx       Zx'  [in—  i)x="-'J       \:c-+7' 

ou  en  posant,  pour  abréger, 

X        6x^  [in  —  i]x^'^  ' 

et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 


/( 


X 


3.  La  détermination  du  polynôme  y  (a:)  est  donc  ramenée  à  la 
question  suivante  : 

Déterminer  une  fraction  rationnelle  irréductible  dont  le  dénomi- 
nateur et  le  numérateur  soient  d'un  degré  au  plus  égal  à  «,  et  qui 
soit  égale  au  développement  de  e'^,  en  négligeant  les  termes  d'un 

ordre  supérieur  à  celui  de  — ^-  Il  faut,  en  outre,  qu'en  désignant 

pary(x)  ce  dénominateur,  le  numérateur  delà  fraction  soit  égal 
ày( —  x)  5  mais,  comme  je  le  ferai  voir,  il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper 
de  cette  condition,  qui  sera  satisfaite  d'elle-même  si  la  première 
condition  est  remplie. 
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Je  démoli ircrai  d'abord  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  poly- 
nomef[x)  qui  y  satisfasse^  en  ellet,  si  fi[jc)  était  une  autre  solu- 
tion, on  aurait  évidemment 


cf[x)       9,(^, 


f{x)       /,(^)       \x-'"- 
d'où 

ci>{x)f,[x)-f{x]o,[x)=f[x)f,{x] 

relation  évidemment  impossible,  à  moins  que  le  premier  membre 
ne  soit  nul  ^  car  c'est  un  polynôme  entier  en  jr,  tandis  que  le  se- 
cond membre  (s'il  n'est  pas  nul)  se  développe  suivant  une  série 

commençant  par  un  terme  en  —  »  puisque  chacun  des  polynômesy(a:) 

etyi  [jc)  est  d'un  degré  au  plus  égal  à  n. 

La  relation  précédente  ne  peut  donc  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

(^{x)f,{x]—f{x)  0^[x)z=z  O, 

OU  encore 

et,  si  l'on  suppose  ces  fractions  irréductibles, yi  (x)  ne  doit  dillerei- 
que  par  un  lacteur  constant  defl^x). 

Ce  polynôme  n'étant  pas  d'ailleurs,  par  hypothèse,  divisible 
par  a:,  on  peut  supposer  que  le  terme  constant  qui  y  entre  est  égal 
à  l'unité-,  il  est  alors  complètement  déterminé. 

4.  Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  que,  la  fraction  irréduc- 
tible -Jr-4  ayant  été  déterminée  par  la  condition  ci-dessus  énoncée, 

(f{x)  est  égal  k  f{- — x). 

En  elî'et,  W  ne  renfermant  que  des  puissances  impaires  de  a:,  en 
changeant  a:  en  — x  dans  l'équation  (i),  il  viendra 


d'où,  par  une  transformation  facile, 


([>[ — x]  \X"' 
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le  polynôme  (p(  —  a:),  d'après  ce  que  je  viens  d'élablir,  ne  peut  dif- 
férer que  par  un  facteur  constant  de  f{oc)-^  d'ailleurs,  e'^^,  pour 
x  =  o,  se  réduit  à  l'unité  ;  donc  le  premier  terme  de  çp( — x)  est 
aussi  l'unité  et,  par  suite, 

5.  Le  problème  est  donc  entièrement  ramené  à  trouver  un  poly- 
nôme /'(x),  de  degré  au  plus  égal  à  «,  et  satisfaisant  à  l'équation  (i); 
mais  on  peut  supposer  quey(x)  soit  elfectivement  de  degré  /z,  en 
faisant  abstraction  de  la  condition  imposée  jusqu'ici,  à  savoir  que 
<p(x)  clf[x)  sont  premiers  entre  eux. 

Elfectivement,  ûf[x)  était  d'un  degré  7?^  <^  /z,  il  suffirait  de  mul- 

,       o  f  ^  ) 
tiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  ^, — r  par  un  polynôme  arbi- 

.1  \^) 
traire  de  degré  [n  —  m)  pour  obtenir  une  fraction  satisfaisant  à  la 

relation  (i)  et  dont  le  dénominateur  soit  du  degré  n. 

Nous  poserons  doncy'(x)  =  i-{-  ax-\-hx^  -i-  ...-^  lx"\  a^h^...^l 

désignant  n  coefficients  indéterminés ,  et  nous  exprimerons  que  le 

produit  e^^^ f[x)  manque  des  termes  en  -■>  —•>'••■>  —  *,  nous  aurons 

ainsi,  pour  déterminer  les  n  coefficients  inconnus,  n  équations  li- 
néaires avec  second  membre. 

Généralement,  le  déterminant  de  ces  équations  étant  différent 
de  zéro,  elles  fourniront  pour  les  coefficients  des  valeurs  bien  dé- 
terminées^ le  polynômey(a:)  sera  donc  effectivement  du  degré  n. 

Si  le  déterminant  est  nul,  il  se  peut  que  le  problème  n'ait  pas  de 
solution  ;  s'il  y  en  a  une  infinité,  on  déterminera  l'un  quelconque 
des  polynômes  y(x)  satisfaisant  aux  équations,  et  l'on  en  déduira 
le  numérateur  correspondant  ''^[oc)\  on  réduira  ensuite  la  frac- 
tion -77^ — -  à  sa  plus  simple  expression  :  le  dénominateur  de  la  frac- 

tion  irréductible  ainsi  obtenue  sera  la  solution  clierchée,  et  son  de- 
gré sera  inférieur  à  n. 

6.  Il  est  clair  que  l'on  peut  remplacer  l'expression  e'^^  par  toute 
autre  expression  dont  le  développement  coïnciderait  avec  elle  jus- 

iiu'aux  termes  de  l'ordre  de  —-  inclusivement. 
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Ainsi,  si  l'on  développe  en  fraction  continue  l'expression  (  ■ 

où  iJi  désigne  un  nombre  quelconque,  et  si  l'on  forme  la  réduite 
dont  le  dénominateur y(x)  est  de  degré  /z,  les  racines  de  l'équation 
f{^x)  =  o  jouiront  de  la  propriété  que  les  sommes  Si,  S3,  . . . ,  Sjn-j 
soient  toutes  égales  à  m. 

7.  Les  résultats  obtenus  dans  cette  Note  peuvent  s'énoncer  ainsi  : 
Les  coefficients  d'un  polynôme  de  degré  Ji  s'expriment  rationnel- 
lement en  fonction  des  fonctions  symétriques  Sj,  S3,  . .  . ,  S2„_i  des 
racines  de  l'équation  f{x)  =  o.  C'est  ce  qu'il  est  facile  du  reste  de 
vérifier  au  moyen  des  formules  de  Newton,  au  moins  pour  de  pe- 
tites valeurs  du  nombre  n. 


Recherches  sur  les  normales  que  l'on  peut,  d'un  point  donné, 
mener  à  une  conique  ;  par  M.  Lagueure. 

(Séance  du  24  janvier  1877.) 

i .  Je  m'appuierai  sur  le  beau  théorème  suivant,  dû  à  M.  Liou- 
ville  {'): 

Si,  aux  quatre  points  d'intersection  d'un  cercle  et  d'une  co- 
nique, on  mené  des  normales  à  la  conique,  et  si,  par  le  centre  du 
cercle,  on  mène  une  sécante  quelconque,  le  centre  harmonique  du 
centre  du  cercle,  par  rapport  aux  quatre  poi/its  oii  la  sécante 
coupe  les  normales,  est  situé  à  l'infini. 

Considérons  maintenant  (')  les  quatre  normales  Mrt,  M^,  Me 
et  Mf/,  que  d'un  point  M  on  peut  abaisser  sur  une  conique  donnée. 
Désignons  par  A  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  Z»,  c,  d 
de  trois  de  ces  normales,  déterminons  le  point  M'  symétrique  du 
point  M  par  rapport  au  centre  O  de  la  conique,  et  par  ce  point 
menons  une  parallèle  Mrt'  à  la  normale  Ma.  Puisque  0M'=  OM, 


(  '  )  Mémoire  sur  quelques  propositions  ifénérales  de  Géométrie  et  sur  la  théorie  de 
l'élimination.  {Journal  de  Mathématiques,  t.  VI,    i'"«  Série,  p.  4o3.) 
(')  1-c  lecteur  est  prié  de  faire  la  fi(jure. 
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il  est  clair  que  n  et  a'  sont  deux  points  diamétralement  opposés  de 
la  conique,  et,  d'après  une  élégante  proposition  due  à  Joacliimsthal, 
on  sait  que  les  quatre  points  a\  h^  c,  d  sont  situés  sur  un  môme 
cercle. 

Par  suite,  d'après  le  théorème  de  M.  Liouville,  si  l'on  mène  par 
le  point  A  une  sécante  quelconque,  le  conjugué  harmonique  de  A 
par  rapport  aux  quatre  points  où  la  sécante  coupe  les  droites  M'rt', 
Mè,  Me,  Mrf  est  situé  à  l'inlini. 

Considérons,  en  particulier,  la  sécante  A^  parallèle  à  M'a'  et 
par  conséquent  à  Ma,  le  point  de  rencontre  avec  M'a'  étant  rejeté 
à  l'infini,  on  en  déduit  immédiatement  que  Ma  est  la  conjuguée 
harmonique  de  MA  relativement  au  faisceau  des  normales  M&, 
Me,  Md. 

Supposons  maintenant  que  la  sécante  passe  par  le  point  M,  on 

aura 

_i_  3    _ 

A^  "^  AM  ~ 

d'où  il  suit 

AM 

aA=-3-. 

Menons  par  le  point  A  une  parallèle  à  Ma,  et  soit  [i  le  point  où 
cette  parallèle  coupe  le  diamètre  OM;  le  point  fx  décrira  le  seg- 
ment MM'  dans  le  rapport  de  3  à  i.  On  voit  donc  cju'il  est  situé 
sur  le  prolongement  du  rayon  MO  et  à  une  distance  du  centre  égale 
à  la  moitié  de  ce  rayon  ^  ce  point  sera  d'ailleurs  le  m.ème,  quelle  que 
soit  celle  des  quatre  normales  que  l'on  considère. 

On  peut  donc  énoncer  les  deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  considère  trois  des  normales  que  l'on 
peut  mener  d'un  point  M  à  une  conique,  la  droite  qui  joint  le 
point  M  aa  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  pieds  de  ces 
normales  a  pour  conjuguée  harmonique,  relativement  à  ces  trois 
normales,  la  quatrième  normale  que  l'on  peut  m,ener  du  point  M 
à  la  courbe. 

Théorème  II.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  Z»,  e,  d  les  pieds  des 
quatre  normales  que  l'on  peut  mener  d'un  point  M  à  une  conique, 
et  par  A,  B,  C,  D  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  ti'iangles 
bcd,  cda^  dab  et  abc,  les  droites  menées  respectivement  par  ces 
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points,  pnrnllcleinenl  aux  normales  M<7,  ]MZ»,Mc  et  Me/,  se  cou- 
pent en  un  même  point  y.. 

Ce  point  est  situa  su?-  la  ch'oite  qui  joint  le  point  M  au  centre 
de  la  conique,  de  l'autre  côté  de  ce  centre  et  à  une  distance 
moitié  moindre. 

2.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  considère  l'une  quelconque  des 
normales  M«  que  l'on  peut  mener  par  le  point  M,  la  droite  MA, 
qui  joint  ce  point  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  bcd^ 
est  Vune  des  deux  droites  qui  constituent  la  polaire  conique  de  Ma 
relativement  au  faisceau  MZ>,  Me,  M<i. 

Par  suite,  si  l'on  détermine  pour  chacune  des  normales  sa  po- 
laire conique  par  rapport  aux  trois  autres,  on  obtiendra  huit  droites 
sur  lesquelles  se  trouveront  les  quatre  centres  A,  B,  C  et  D  des 
cercles  circonscrits. 

Soit 

U  =  ax''  -V-  ^bx^y  -)-  6c^y -f-  ^dx^-\-  ey'^  =:o 

une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  déterminent  les 
directions  des  quatre  normales  issues  du  point  M,  et  a  une  racine 
de  cette  équation  déterminant  une  des  normales.  Les  directions 
des  trois  autres  seront  données  par  l'équation 

X  —  ay  ^  ^  '     -^ 

et  la  polaire  conique  de  la  première  normale,  par  rapport  aux  trois 
autres,  par  l'équation 

a  [3a^^-l-2(4^  +  «a)^J +  ••■]-!- [(4^  +  ««)-^' +  •••]  =  °' 

Pour  obtenir  l'équation  déterminant  les  huit  droites  dont  j'ai  parlé 
plus  haut,  il  faut  éliminer  a.  entre  cette  relation  et  la  relation 
U(a,  i)  =  o*,  comme,  d'ailleurs,  le  résultat  doit  être  un  covarianl 
de  U,  nous  n'avons  besoin  que  de  calculer  le  terme  du  degré  plus 
élevé.  Nous  ferons  donc  -^  =  o,  et  il  restera  à  éliminer  a.  en  Ire  les 
équations  acf.  -+-  b  =  o  et  U(a,  i)  =  o^  le  résultant,  multiplié  par 
j:',  devient 

a:«  _  3b*-h6cab^—^da^b  -f-ea^) 

=  [ae  —  ^b(J  +  3c'*)  n'x*—  'i[ac  —  Z/'^'.r'. 
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Si  donc  on  désigne  par  11  le  licssicn  de  U,  et  par  S  son  invariant 
quadratique,  l'équation  qui  détermine  les  huit  droites  est 

SU^-3IP=o. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres 

H  +  y/|u  =  o     c.     II-y/|u  =  »- 

Comme  je  le  montrerai  plus  loin,  le  laisceau  des  quatre  droites 
MA,  MB,  MC  et  MD  est  déterminé  par  l'une  de  ces  équations. 

3.  Théorème  III.  —  Si  Von  joint  le  point  M  au  centre  O  de  la 
conique,  et  si,  par  le  même  point,  on  mime  des  parallèles  MX  et 
M  Y  aux  axes  de  cette  conique,  les  trois  droites  ainsi  obtenues 
jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

La  conjuguée  harmonique  de  chacune  d'elles,  par  rapport  au 
faisceau  des  normales  issu  du  point  M,  se  confond,  auec  sa  conju- 
guée harmonique  relatii^ement  aux  deux  autres  droites. 

La  vérification  de  ce  théorème  se  fait  très-simplement  en  remar- 
quant que,  si  l'on  rapporte  la  conique  à  ses  axes,  l'équation  qui 
donne  les  coefficients  angulaires  de  normales  issues  du  point  (^,  y;) 
est 

4.  Soit,  comme  précédemment,  U  =  o  l'équation  qui  détermine 
les  directions  des  quatre  normales  issues  du  point  M-,  pour  ahré- 
ger,  je  dirai  simplement  que  c'est  l'équation  de  ces  normales,  et  je 
me  servirai  d'une  expression  semblable  pour  les  autres  systèmes  de 
droites  que  j'aurai  à  considérer.  Soit,  de  plus, 

u  =  a.x'^  -i-  1^ xy  -f-  yj'"^ 

l'équation  de  deux  quelco?iques  des  trois  droites  MO,  MX  et  MY. 
Le  théorème  précédent  montre  qu'un  certain  invariant  des  formes 
u  et  U  doit  être  nul-,  pour  calculer  cet  invariant,  je  supposerai  la 
forme  U  réduite  à  sa  forme  canonique,  en  posant  a  ^  y  =  o,  et  les 
deux  droites  auront  simplement  pour  équation  a:j  =^0;  soit,  de 
plus,  xr\  —  y\  =  o  l'équation  de  la  troisième  droite. 

V.  3 
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Les  conjuguées  liarniouiques  do  .r  =  o,  rclatiwimenl  à  U  =  o  et 
y  (xY) — _j^)  =  o,  sont  respectivement 

dx  -h-  ey     et     se/]  —  2j^?; 
d'après  le  théorème  précédent,  on  a  donc 

"2. de  4-  e-.-i  =  o. 

De  même,  les  conjuguées  harmoniques  de  j  =  o,  relativement  à 
U  =  o  et  x{xr,  — j^)  =  o,  sont  respectivement 

ax -\- by    et     ixn  —  y'i; 

on  a  donc  également 

al  +  7.bn  =o. 

Éliminant  ^  et  >5  entre  les  relations  précédentes,  il  vient 

ae  —  ^bd=  o. 

Ecrivons  maintenant  la  relation  suivante  : 

(   i6{oiy—^'Y{ae  —  /ibd-i-3c') 
^^'     \       —  3 (ay^+4c(3^+ea^— 46[3y-+- scya  —  4f/ai3)2=:o, 

où,  comme  on  le  voit,  le  premier  membre  ne  renferme  que  des 
invariants  de  U  et  de  ii  (*).  D'ailleurs,  quand  on  y  fait  a  =:  y  =  o, 
cette  relation  se  réduit  à  la  relation  ae  —  4^d  =  0,  que  nous  ve- 
nons de  trouver.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  désigne  respectivement  par  11  =  o  et  U  =  o  les  équa- 
tions des  quatre  normales  issues  du  point  M  et  de  deux  quelcon-  • 
ques  des  droites  OM,  OX  et  OY,  les  inuaj-iants  des  formes  u  et  U 
sont  reliés  par  la  relation  (  i  ) . 

5.   Désignons  par  -  et  —  les  paramètres  qui  lixent  les  directions 

de  deux  quelconques  des  droites  OM,  OX  et  OY;  on  pourra  poser 

évidemment 

a  —  2  [3     y 

yn  ~~  y'i-\-  x-n  ~'  xl 

(')  Voir  Salmon,   His;her  ^lp;ebra,  3''  édition,  p.  200. 
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<'t,  on  portaiil  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  ou  obliciidia  la  re- 
lation suivante  : 

I  \- [ax- -\-  ib xy  -i-  cy'' )  -f-  i'c;n[hx-  -{-  icxy  -f-  fly"^ ) 

(  ^-  )      *  /S 

/  -f-  rj- ( c:c^  -(-  ■?. dxy  -t-  ey'^ )  ±  ^/  -[x-n  —  y'^Y=^  o. 

Cette  équation  Jéteriuinei-a,  quand  on  se  donnera  la  direction  -  de 

'G 

l'une  des  trois  droites,  les  directions  des  deux  autres. 

6.  Je  me  proposerai  maintenant  le  proLlènie  suivant  : 

Détenuinev  les  coniques  qui  coupent  orthogonaleuieni  quaLre 
droites  données  passant  par  un  même  point  M. 

Je  ferai  abstraction  des  cercles  ayant  pour  centre  le  point  M  et 
qui  satisfont  évidemment  au  problème  5  il  y  a  encore  une  infinité 
de  solutions,  et  l'on  pourra  préciser  la  question  en  assujettissant, 
par  exemple,  les  coniques  à  passer  par  lui  point  iixe  pris  sur  l'une 
des  droites. 

Je  désignerai,  comme  ci-dessus,  par  U  =  o  l'équation  des  quatre 
droites  données.  Cela  posé,  pour  déterminer  les  droites  qui  joi- 
gnent le  point  M  aux  centres  des  coniques  qui  sont  des  solutions 
du  problème,  il  suffira  d'exprimer  que  les  racines  de  l'équation  (3) 
en  (I,  n)  correspondent  à  deux  directions  rectangulaires. 

Soit 

^«  =  a  ^'  +  9:  [3  xy  -\-  yy'^  =z  o 

l'équation  des  deux  droites  isotropes  passant  par  le  point  M.  En 
posant,  pour  abréger. 

{ca—  2  6  (3  -4-  «y)  x'^  -h  2  [doc  —  icb-i-  by)  xy  -+-{ecc  —  7.d^-\-c  y]  y"-  =  iv, 

on  obtiendra  l'équation  suivante  : 

( 3 )  ix'dz  \/  ~u  =  o. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  cliercliées  se  compose  donc  de 
quatre  droites  que  l'on  peut  déterminer  par  l'extraction  de  simples 
racines  carrées. 

L'une  de  ces  droites  étant  déterminée,  on  prendra  arbitrairement 

3- 
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un  dv.  SCS  points  que  l'on  regardera  comme  le  centre  d'une  conique 
normale  aux  quatre  droites  données.  L'équation  (2)  déterminera 
les  directions  des  axes  de  cette  conique,  et  il  sera  facile  de  trouver 


la  longueur  de  ses  axes. 


7.  Comme  je  l'ai  montré  (n"  2),  les  quatre  droites,  qui  joignent 
le  point  M  aux  centres  A,  B,  C  et  D  des  cercles  (jui  sont  circon- 
scrits aux  triangles  que  l'on  peut  former  avec  les  pieds  des  nor- 
males, sont  déterminées  par  quatre  des  racines  de  l'équation 

De  ce  que  je  viens  de  dire  plus  liaut,  il  résulte  que.  le  polynôme  U 
étant  donné,  on  peut,  en  extrayant  de  simples  racines  carrées,  dé- 
terminer toutes  les  coniques  normales  aux  quatre  droites,  et  par 
suite  déterminer  le  faisceau  MA,  MB,  MC  et  MD.  Ce  faisceau  doit 
par  suite,  comme  je  l'avais  énoncé,  avoir  pour  équation 

H-t-v/^U  =  o    ou     II-y^|u  =  o; 

autrement  ces  deux  équations  seraient  résolubles  par  l'adjonction 
de  simples  racines  carrées,  ce  ([ue  l'on  sait  être  généralement  im- 
possible. 

8.  Elanl  données  qualre  droites  passant  par  un  même  point  et 
déterminées  par  l'équation  u  =  o,  //  est  clair  qu  il  y  existe  une 
infinité  de  systèmes  de  trois  di'oit es  jouissant  de  la  propriété  que 
la  •conjuîruée  harmonique  de  chacune  d'elles  relativement  aux 
deux  autres  se  confond  avec  sa  conjuguée  harmonique  relative- 
ment aux  quatre  droites  données. 

En    dési^nant   i)ar  -  le  i)araiiu'are   d'une  droite  arbitrairement 

choisie,  les  racines  de  l'équation  ('>.)  détermineront  deux  autres 
droites,  formant  avec  la  première  un  système  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée. 

Coupons  les  quatre  droites  données  par  une  coni(|ue  K  pas- 
sant par  leur  point  de  rencontre  et  choisie  du  reste  arbitraire- 
ment ;   soient  a,  [3,  y  cl  J  les   points   où  ces  droites  rcncoiilrenl   la 
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conique^  un  (|ucIc<)ii(jU(' des  systèmes  de  trois  droites,  jouissant  de 
la  propriété  énoncée,  rencontrera  la  conique  en  trois  points  p^  </ 
et  /•;  ces  trois  points  formeront  les  sommets  d'un  triangle  inscrit 
dans  K,  et  il  est  clair  que  ce  triangle  sera  déterminé  dès  (]ue  l'on 
connaîtra  un  de  ses  sommets.  On  en  conclut  immédiatement  que 
tous  ces  triangles  enveloppent  une  conique  K'. 

Considérons  les  quatre  tangentes  communes  que  l'on  peut  mener 
à  K  et  à  K'  et  le  point  où  l'une  de  ces  tangentes  touche  K;  si  l'on 
prend  ce  point  comme  sommet  d'un  triangle  inscrit  dans  K  et  cir- 
conscrit à  K',  on  volt  facilement  que  deux  des  sommets  de  ce 
triangle  seront  confondus  au  point  de  contact. 

Or  en  faisant,  dans  1  équation  (  2),  x  =^  ^  et  j=  yj,  on  obtient 
l'équation  «  =  o;  donc  les  tangentes  menées  aux  points  a,  |5,  y  et  d 
à  la  conique  K  sont  tangentes  à  K'. 

Tous  les  triangles  satisfaisant  à  la  question  s'oLticndront  donc  en 
construisant  les  deux  coniques  touchant  les  tangentes  niené(;s  en 
a,  (3,  y  et  0  à  K,  et  jouissant  de  la  propriété  qu'à  chacune  d'(dles 
on  puisse  circonscrire  un  triangle  inscrit  dans  K;  on  sait  alors 
qu'on  pourra  en  inscrire  une  infinité  et  tous  ces  triangles  satisferont 
au  problème  proposé. 

9.  De  là  résulte  la  détermination  suivante  des  coniques  coupant 
orthogonaleraent  quatre  droites  données  passant  par  un  même 
point  M. 

Par  M  faisons  passer  un  cercle  quelconque  K  rencontrant  les 
droites  données  aux  points  a,  (3,  y  et  d  et  menons  en  ces  points  les 
tangentes  au  cercle. 

ÏNous  pouvons  déterminer  deux  coniques  dilîerentes  tangentes  à 
ces  quatre  droites  et  jouissant  de  la  propriété  qu'à  chacune  d'elles 
on  puisse  circonscrire  un  triangle  inscrit  dans  K. 

Soit  K'  l'une  de  ces  conicjues  5  sans  qu'il  soit  besoin  de  la  tracer, 
on  pourra  la  supposer  déterminée,  par  exemple,  par  une  cinquième 
tangente.  Par  le  centre  du  cercle  menons  une  tangente  à  K'^ 
soient  />  et  y  les  points  où  cette  tangente  coupe  le  cercle  et  con- 
struisons le  troisième  sommet  /•  d'un  triangle  inscrit  dans  le  cercle 
et  circonscrit  à  R'. 

Cela  posé,  si  ]iar  le  point  r  on  niciie  deu.r  droites  /X  et  r\ 
parallèles  à  M/;  et  INI  y,  on  pourra  construire  une  cornque  ayant 
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pour  axes  /X  et  ;Y  eL  coupant  orthogoiiaienient  les  {ptatre  droites 
issues  du  point  M. 

On  obtiendra  ainsi,  par  la  règle  et  le  compas,  les  quatre  solutions 
du  problème. 

Note  A. 

SUR   L\    DKTKRUrrXATIOX   DUNE   COMQUK  ,    CONNAISSANT   SES   AXES 
ET   DEUX   DROITES   QUI    LUI   SONT   NORMALES. 

Soient  OX  et  OY  les  axes  de  la  conique  5  Ma  et  MZ»  les  deux 
droites  données  j  je  me  propose  de  déterminer  les  points  a  et  |3  où 
les  deux  droites  sont  respectivement  normales  à  la  conique  cher- 
chée; il  sera  alors  facile  de  la  déterminer  complètement. 

Soit  i  le  milieu  du  segment  aj3  :  j'ai  démontré  que  la  droite  A 
menée  par  i  perpendiculairement  à  a[6  passe  par  les  milieux  des 
segments  interceptés  sur  les  axes  par  les  deux  normales  Ma  ef  Mi. 
Connaissant  ces  deux  liormales,  on  construira  facilement  la  droite  A 
et  il  suliira  de  déterminer  sur  cette  droite  un  point  i,  tel  que  la 
perpendiculaire,  menée  en  ce  point  à  A,  rencontrât  les  droites  Ma 
et  MZ>  en  deux  points  équidistants  du  point  i. 

La  construction  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit  serait  souvent 
défectueuse  dans  la  pratique;  la  suivante  sera  peut-être  préférable. 

La  proposition  que  j'ai  rappelée  plus  haut  peut  encore  s'énoncer 
de  la  façon  suivante  : 

Etant  d 071  nées  deux  droites  jiormales  à  une  conique  aux  points  cr. 
et  (3,  ces  deux  normales,  la  droite  menée  par  le  point  milieu  i  de 
la  corde  a.\j  et  perpendiculairement  à  cette  corde,  la  corde  a|3  et 
les  deux  axes  de  la  conique  forment  un  ensemble  de  six  droites 
tangentes  à  une  même  parabole,  dont  la  directrice  est  la  droite  0/ . 

Pour  obtenir  le  point  f ,  il  suIllra  donc,  d'après  une  ]n-opriété 
bien  connue,  de  construire  le  point  de  rencontre  P  des  hauteurs  du 
triangle  formé  par  les  deux  normales  données  et  l'un  des  axes;  le 
point  i  sera  alors  déterminé  par  le  point  de  rencoiiln:  de  A  et  de  la 
droite  <pii  joint  le  point  P  au  centre  de  la  conique. 

Le  point  /  étant  déterminé,  en  menant  par  ce  point  une  pirpen- 
diculaiie  à  A,  on  obtiendra  les  pieds  des  normales  a  et  |3. 

Si  l'on  snpi)()S(;  cpie  les  normales  Ma  et  Mb  se  confondent,  on 
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retrouve  alors  une  élégante  eoustruetioii  du  centre  de  eourbure  d'une 
conique  donnée  par  M.  Maunheim. 

Note  B. 

SUR  QUELQUES   PROPRIÉTÉS   DES   NORMVLKS  AUX.   COURBES   ET   AUX  SURFACES 
DU   SECOND   ORDRE. 

1.  J'ai  démontré  plus  haut  la  propriété  suivante  des  normales 
que  l'on  peut  mener  d'un  point  à  une  conique  : 

Si  l'on  joint  un  point  quelconque  M  au  centrée  d' une  conique  et 
si  Von  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux  axes  de  cette  conique, 
les  trois  droites  ainsi  obtenues  jouissent  de  la  propriété  que  la 
conjuguée  harmonique  de  chacune  d'elles,  relativement  aux  deux 
autres,  se  confond  avec  la  conjuguée  harmonique  relativement  aux 
quatre  normales  (jue  V on  peut  mener  du  point  M  à  la  conique. 

Cette  propriété  étant  évidemment  projeetive.  on  en  déduit 
immédiatement  la  proprosition  suivante  : 

Etant  donnés  un  point  M  ef  l'hyperbole  équilatère  qui  passe 
par  les  pieds  «,  Z>,  c,  d  des  quatre  Jiormales  que  l'on  peut  mener 
du  point  M  à  une  conique,  si  l'on  joint  un  point  quelconque  de 
l'hyperbole  aux  quatre  points  «,  />,  c  et  f/,  on  obtient  quatre 
droites  normales  à  une  conique  ayant  mêmes  axes  que  la  conique 
donnée. 

En  particulier,  les  points  «,  Z>,  c,  d  sont  sur  l'hyperbole,  et,  si 
l'on  considère  trois  quelconques  de  ces  points,  en  vertu  d'un  théo- 
rème bien  connu,  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
formé  par  ces  trois  points  se  trouve  également  sur  cette  courbe. 
D'où  les  conséquences  suivantes  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  tels  que  les  nor- 
males en  ces  points  soient  concourantes,  si  Von  joint  un  quelconque 
de  ces  points  aux  trois  autres,  les  trois  droites  ainsi  obtenues  sont 
normales  à  une  conique  ayant  manies  axes  que  la  conique  donnée. 

Les  trois  hauteurs  d'un  quelconque  des  triangles,  que  Von  peut 
former  avec  trois  de  ces  points,  sont  également  normales  à  une 
conique  ayant  mêmes  axes  tjua  la  conique  donnée. 
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2.  Considérons  maintenant  une  surface  du  second  ordre  dont 
l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  soit 

,  ,  x^      r'     2' 

abc 

pour  déterminer  les  pieds  des  normales  à  cette  courbe  qui  passent 
par  le  point  (a,  (5,  y),  nous  adjoindrons  à  l'équation  (i)  les  équa- 
tions 

X  —  a r  —  (3 z  —  y 

X  y  z 

abc 

ou,  en  désignant  par  ^  une  quantité  indéterminée, 

a  a  h?)  ^y    . 

""a—  4      -   ~  b  —  l,         ^  c  —  l' 

en  donnant  à  ^  toutes  les  valeurs  possibles,  les  formules  précédentes 
déterminent  les  divers  points  d'une  cubique  gauche  K  passant  par 
les  six  pieds  des  normales,  les  paramètres  de  ces  points  étant  d'ail- 
leurs donnés  par  les  racines  de  l'équation 

«a'  6S'  cy^ 


(^-«r     \l-f>Y     {l-c): 

ou,  sous  forme  entière  et  en  introduisant  pour  l'homogénéité  une 
quantité  y^  égale  à  l'unité, 

\]  =  r^-  aT^y-{l-  b-nYil-  c-nY-  acc'-n'il-  b-nY[l-  cnY 

—  b^Wil  —  c-nYi^-  a-nY-  cyW[i-  a-nYil-  bnY=  o. 

Le  centre  de  la  surface  et  les  trois  points  à  l'inlini  sur  les  axes  sont 
également  situés  sur  K  et  leurs  paramètres  sont  respectivement  oo  , 
<7,  Z>  et  c  :  ce  sont  les  racines  de  l'équation 

^\  =  ■r^{l-a■n)[l-bT]{^i-c^n)  =  o. 

Je  vais  établir  maintenant  que  le  conjugué  harmonique  de  l'un 
quelconque  des  quatre  points  déterminés  par  l'équation  A\  =  o, 
relativement  aux  trois  autres,  se  confond  avec  son  conjugué  harmo- 
nique relativement  aux  six  pieds  des  normales. 

Considérons,  par  exemj)lo,  le  point  A  dont  le  paramètre  est  a., 
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en  posant,  pour  abréger, 

le  conjugué  harmonique  de  A  relativement  aux  points  (oo  ,  ^,  c) 
sera  déterminé  par  l'équation 

d\\         ,ld\\ 

la  lettre  |  ayant  été  remplaeée  par  la  lettre  a  dans  les  dérivées 
partielles. 

D'autre  part,  le  conjugué  harmonique  du  point  A,  relativement 
aux  pieds  des  six  normales,  sera  déterminé  par  l'équation 

où,  dans  les  dérivées  partielles,  on  doit  également  faire  '^=z  a.  Il 
est  clair,  dans  cette  hypothèse,  que  l'on  peut  supprimer  dans  U 
tous  les  termes  qui  renferment  (^  —  ctTi)  au  carré  et  remplacer  U 
par  V^;  l'équation  précédente  devient  alors 


4^'(f)-^'(^)]-°' 


et,  en  la  comparant  à  l'équation  (  2  ) ,  on  en  déduit  la  proposition  que 
je  voulais  démontrer. 

3.  Cette  proposition  peut  encore  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 
Par  un  point  M  de  l'espace,  menons  des  parallèles  aux  trois 
axes  d'une  surface  du  second  ordre,  puis  joignons  ce  point  au  centre 
de  la  surface,  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  droites  (D)  :  ces  droites 
et  les  normales  que,  du  point  M,  on  peut  mener  à  la  surface 
seront  situées  sur  un  même  cône  du  second  ordre. 
Cela  posé  : 

La  conjuguée  liarinonique  de  V une  quelconque  des  droites  (D), 
relativement  aux  trois  autres,  se  confond  avec  sa  conjuguée  har- 
monique relativement  aux  six  normales. 
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Note  C. 

SUR   UN    INVARIANT   DE   DF.UX   FORMES  CUBIQUES   QUI   SE   PRÉSENTE 
DANS  LA   THÉORIE   DES  NORMALES   A   UNE   CONIQUE. 

1.  En  général,  trois  droites  passant  par  un  mùmc  point  ne  sont 
pas  normales  à  une  conique  ayant  pour  axes  deux  droites  données. 

Soit 

u  =  ax^ H-  Zbx'^y^  +  ?>cxy^  H-  dy^=  o 

une  écpiation  du  troisième  degré  déterminant  les  directions  des 
axes  et  de  la  droite  qui  joint  un  point  donné  M  au  point  d'intersec- 
tion des  axes  5  soit  de  plus 

u'  =  a  x^-h  '6  b'  x^y  -+-  3  c'xy-  -\-  d'y^  =  o 

une  équation  déterminant  les  directions  des  trois  droites  passant 
par  le  point  M.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
trois  droites  soient  normales  à  une  conique  ayant  pour  axes  les 
droites  données  est 

A  =  i[nd'~3bc'-h3 cb'  —  daj  +  9 [( «rf  —  6c)  ( a'd'  —  b'c'] 

—  2(flc—  b')[b'd'-  c'^j  -  2{bd ~  c'){a' c'  —  b'')'\  =  o. 

2.  L'invariant  A  des  deux  formes  cubiques  u  et  u\  qui,  on  le 
remarquera,  est  un  combinant,  se  présente  dans  plusieurs  autres 
questions  de  Géométrie. 

Soient,  sur  une  conique,  deux  |systèmes  de  trois  points  a,  Z»,  <• 
et  rt',  h\  c',  déterminés  respectivement  par  les  racines  des  équa- 
tions u  =  o  et  «'=0. 

1°  Si  l'on  considrre  /es  soniincts  du.  I  ruingle,  formé  par  les  tan- 
gentes en  a\  h\  c'  à  la  coniijue  donnée,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  r/ue  ces  trois  points  et  les  points  a,  />>,  c  soient 
sur  une  même  conique  est  A  =  o. 

2°  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (pie  l'on  puisse  par 
les  trois  points  «,  /»,  c  faire  passer  une  conupœ,  pour  laquelle 
a\  h\  c'  soit  un  triangle  autopolaire,  est  encore  A  =  o. 

)^.  Soient,  sur  une  cubique  gauche,  deux  systèmes  de  trois  points 
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rt,  /»,  c  et  a',  //,  (■',  (lélcrminés  i-cspcctivciucnL  })ai'  les  racines  de 
deux  équations  a  =  o  et  u'  =  o. 

i"  La  coud  il  ion  lu'-ccssdirc  et  suffi  sanlc  pour  (jue  le  plan  des 
trois  points  a\  h\  c'  rencontre,  en  trois  points  en  ligne  droite,  les 
tangentes  inetièes  en  a^  h  et  c  à  la  cubique,  est  A  =  o. 

9°  Si  l'on  a  la  relation  A  =  o,  les  traces,  sur  un  plan  osculateur 
quelconque,  des  tangentes  menées  à  la  cuhique  en  a,  h  et  c  et  des 
côtés  du  triangle  a' ,  h\  c',  sont  situées  sur  une  même  conique. 

4.  De  l'expression  de  l'invariant  A  se  déduit  inamédiatement  la 
proposition  suivante  : 

Etant  données  une  cuhique  gauche  K  et  deux  tangentes  quel- 
conques à  cette  cuhique,  ces  droites  et  la  courbe  déterminent  une 
surface  du  second  ordre  S;  soit  D  l'intersection  des  plans  oscula- 
teur s  à  K  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes . 

Si,  par  D,  on  mène  un  plan  sécant  quelconque  P,  les  tangentes 
à  K,  aux  points  oii  celte  courbe  rencontre  le  plan,  déterndnent 
une  surface  du  second,  ordre  circonscrite  à  S  le  long  d  \ine  conique 
située  dans  le  plan  P. 


Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle;  par  M.  H.  BiiocAun. 

(Séance  du  .'q  novembre  187G.) 

Puisque  l'occasion  m'est  fournie  par  l'article  de  M.  Perrin,  pu- 
blié p.  85  du  t.  IV  du  Bulletin,  de  revenir  sur  la  question  de  la 
trisection  de  l'angle,  je  demanderai  à  résumer  ici  quelques  obser- 
vations de  détail. 

Le  mode  de  trisection  par  le  limaçon  de  Pascal  ou  conchoïde  du. 
cercle,  iiidiqué  dans  cette  INote,  est  identique  à  celui  qui  a  été  dé- 
crit dans  ma  précédente  Communication,  insérée  p.  47  du  t.  JII. 
Cette  propriété  a  été  découverte  par  Arclnmède. 

Depuis  la  publication  de  cette  JN'ote,  M.  Laisant  a  présenté  à  la 
Session  du  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avancement 
des  Sciences,  tenu  à  iNantes  (séance  du  21  août  1870 ),  le  compas 
irisecteur.  dont   le  ])rincipe  seul  avait  été  exposé  dans  le  Bulletin. 
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Deux  dispositions  ont  raèiue  été  proposées  pour  la  construction 
de  ce  système  articulé.  Le  constructeur  aurait  à  juger  quelle  serait 
celle  des  deux  combinaisons  qu'on  devrait  considérer  comme  la 
plus  pratique. 

Une  étude  très-détaillée  et  très-complète  de  la  trisection,  ou 
même  de  la  multisection  mécanique  de  l'angle,  en  un  nombre  quel- 
conque de  parties  égales,  se  trouve  dans  le  t.  II  (année  i863)  des 
Mémoires  de  Ici  Socické  des  Sciences  pliysiques  et  naturelles  de 
Bordeaux  (26  p.  avec  planches). 

Ce  Mémoire,  dû  à  M.  Glotin,  ancien  lieutenant  de  vaisseau,  est 
intitulé  :  De  quelques  moyens  pratiques  de  diviser  les  angles  en 
parties  égales. 

Voici  quelques  extraits  de  ce  travail,  qui  m'ont  paru  devoir  ollrir 
quelque  intérêt  aux  lecteurs  du  Bulletin. 

Principe  d'un  trisecteur.  —  M.  Glotin  signale,  comme  depuis 
longtemps  connu,  un  trisecteur  composé  d'une  règle  rectangu- 
laire BC,  d'un  disque  demi-circulaire  BFPA  tangent  à  la  règle  BC, 
à  l'extrémité  B,  et  d'une  pointe  triangulaire  BDII  sur  le  prolonge- 
ment BD  du  diamètre  AB,  et  d'une  longueur  BD  égale  au  rayon  OB 
du  disque  [Jig-  i)- 


Fie.  I. 


^\y 


Emploi  du  trisecteur.  —  Soit  DMP  un  angle  à  trisecter,  il 
suffira  d'amener  la  règle  BC  sur  le  sommet  M,  le  point  D  sur  le 
coté  MO,  et  la  circonférence  BFPA  à  être  tangente  au  côté  OP. 
Alors  BM  et  OM  sont  les  deux  Irisec  tri('es. 


Jl  suilit,  en  cllot,  de  l'emarqiier  que  celle  construction  résout  la 
question  suivante,  inverse  de  la  proposée  : 

Etant  donnes  deux  points  1)  cl.  D',  situés  d'un  inaine  côte  d' une 
droite  BC,  trouve/'  sur  celle-ci  un  point  M,  tel  (pi  en  joignant  J\1D' 
et  MD,  l'angle  D'MC  soit  double  de  l'angle  D:MB  [voir^.  Seruet, 
Des  méthodes  en  Géométrie,  iSo^,  p.  7). 

Principe  d' un  multisecteur .  —  Si  l'on  ajoute  au  trisecteur  une 
longueur  DJN  =  DO,  fixée  en  son  milieu  à  une  perpendiculaire 
passant  par  le  point  IM,  on  obtiendra  un  (pdntisecteur,  et  en  ré- 
pétant cette  même  modification,  on  obtiendra  un  instrument  don- 
nant la  division  en  7,  ç),  •  •  •  {'2n-{-  \)  parties  égales. 

La  division  en  2/;i  parties  égales  dépend  du  problème  précédent 
si  m  est  impair;  elle  se  fait  avec  le  compas  ordinaire  si  m  est  pair. 

Ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Glotin,  de  tels  instruments  sont 
d'une  construction  très-délicate  et  très-difficile,  et  leur  usage  est 
assez  restreint,  puisqu'ils  ne  conviennent  qu'à  de  grands  angles. 

Revenant  alors  à  la  trisection,  iM.  Glotin  a  cberclié  une  con- 
struction graphique  fondée  sur  l'emploi  d'une  courbe  trisectrice. 

Plusieurs  courbes  permettent  de  résoudre  la  question  : 

1°  La  strophoïde  oblique.  —  Soient  BiVC  =  a  l'angle  donné, 
FC  une  perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu  F;  G,  D  les  points 
de  AD  et  de  BC  qui  appartiennent  à  la  trisectrice  rectiligne  DGA  ; 


on  a  GD  =  DB.  'Le  lieu  des  points  G,  lorsque  AD  varie  et  tourne 
autour  du  point  A,  est  donc  luie  strophoïde  o])lique,  tangente  en  A 
à  AC,  ayant  B  pour  point  double,  et  admettant  pour  asymptote 
une  parallèle  à  BC,  à  une  distance  double  de  celle  du  point  A  à  BC. 
Le  point  G'  de  AD,  symétrique  du  point  G  par  rapport  à  D,  appar- 
tient au  lieu  [fig .  a)- 


—    Kj    — 

Eu   prouanl    A    pour    poli;  cl  AB=^a    pour   axe  polaire,   celle 
courbe  a  pour  équation 

cosfa  —  m] 


p  =  a 


CCS  a  +  w 


L'auteur  n'indique  pas  de  construction  mécanique  de  cette 
courbe,  de  sorte  qu'il  faut  cliercher  un  nombre  suffisant  de  points 
isolés,  qu'on  relie  ensuite  par  un  trait  continu. 

0.°  La  conchoïde  de  Nicomède.  —  Par  le  point  C  menons  à  AB 
une  parallèle  CP  qui  rencontre  la  trisectrice  AGD  au  point  P.  On 
a  GP  =  2  AC.  Le  lieu  des  points  P  est  une  conclioïde  de  JNicomède, 
courbe  mécanique,  que  les  anciens  ont  fait  servir  à  la  trisection  de 
l'angle  et  à  la  duplication  du  cube  {problème  Dé liaq ne) ^  et  dont 
Newton  a  indiqué  l'emploi  pour  la  résolution  graphique  des  équa- 
tions des  troisième  et  quatrième  degrés  (z;oi/' MoktTjCla,  Ilisloirc 
des  Mathématiques,  t.  I,  p.  aSS-aSy). 

En  prenant  A  pour  pôle  et  AB  pour  axe  polaire,  l'équation  de  la 
courbe  s'obtient  immédiatement,  et  en  posant  AC  =  «  et  AF  =  Z>, 

on  a 

h 


9  = 


ces  03 


+  2«, 


c'est-à-dire  la  conchoïde  de  la  droite  [fig.  3). 

A  défaut  de  tracé  mécanique,  M.  Glotin  recommande  l'emploi 


Fig.  ,3. 
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F 

B 

"^^- 

-^r-""''/^ 

C 

/"^~^--^-^___ 

!• 

d'une  règle  graduée,  ou  même  du  bord  d'une  feuille  de  papier 
pliée,  portant  l'indication  du  segment  GP  à  intercepter. 

3°  Le  limaçon  de  Pascal.  —  Considérons  un  cercle  O,  un  dia- 
mètre'OA  et  un  angle  BOC.  Si  le  prolongement  BA  de  BC,  liiuilé 
au  diamètre,  est  égal  au  rayon,  l'angle  BAO  ou  BOA  sera  égal  au 
tiers  d(;  l'angle  COD  (  Arcliiinède). 


Si  donc  on  donne  l'angle  COD,  et  que  l'on  priînne  sur  les  rayons 
vecteurs  issus  du  point  C  des  longueurs  BA,  13A'  égales  au  ravon  du 
cercle,  la  courbe  (|ui  en  résultera  rencontrera  OA  aupoint  A,  et  l'on 
n'aura  qu'à  joindre  CA  [fig.  /\). 

Le  lieu  des  points  A  est  la  conchoïde.  du  cercle  ou  limaçon  de 


Fie.  ^• 


Pascal.  Son  équation  polaire,  en  prenant  C  pour  pôle  et  CO  pour 
axe  polaire,  est 

p  =  2«  COS&)  ±«  =  «(?,  coscorti). 


Note  suj'  une  formule  de  sommation  applicable  à  une  classe 
de  séries;  par  M.  Peuutjv. 

(Séance  du  27  décembre  1876.) 

Soit  z"f[n)  le  terme  général  d'une  suite  S  composée  d'un  nombre 
fini  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  entières  et  crois- 
santes de  ~.  Soient  m  et  IM  la  plus  petite  et  la  plus  grande  puis- 
sance de  z  qui  figurent  dans  la  suite  considérée,  et  F(c)  la  valeur 
de  cette  suite.  Nous  pouvons  écrire  l'identité 

(I)  Y[z)=^z"f[n). 

Proposons-nous  de  déduire  de  cette  identité  une  identité  ana- 
logue pour  une  suite  S'  qui  serait  déduite  de  la  suite  primitive  S, 
en  multipliant  les  termes  successifs  par  des  coefficients  arbitraires 
^{m),  o{m  -h  1),  .  .  .,  7  (M)  finis  ou  nuls  ,  assujettis  seulement  à 


—  48  — 
se  reproduire  périodiquement  de  p  eu  /?,  en  sorte  que  l'on  ait  d'une 
manière  générale 

(p(A  +  /r/?)  =  cp(/0, 

h  et  A-  étant  deux  entiers  quelconques. 

Pour  cela,  remarquons  d'abord  que,  en  vertu  des  propriétés  con- 
nues des  racines  de  l'équation  binôme,  si  «i,  ««i  •  •  -,  ^^p  sont  les 
p  racines  de  l'équation 

(a)  xP—i  =  o, 

et,  si  Xi,  Xj,  .  .  ,,  Xp  sont  des  coefficients  indéterminés,  la  suite  S" 
ayant  pour  terme  général 

et  par  conséquent  pour  valeur 

>.,F(a,2)  +^oF(a,z)  -h . .  .^lp¥{cxpZ) 

jouira  précisément  de  la  même  propriété  que  la  suite  S',  savoir  de 
pouvoir  se  déduire  de  S  en  multipliant  les  termes  successifs  par 
des  coefficients  qui  se  reproduisent,  périodiquement  de  p  en  /?•,  de 
plus,  elle  contient  dans  sa  formation  le  même  nombre  d'arbitraires. 
Nous  pouvons  donc  essayer  de  l'identiiicr  à  S'  par  un  cboix  conve- 
nable des  arbitraires  Xj,  Aj,  .  .  .,  Ip.  Pour  y  arriver,  il  suffit  évi- 
demment d'identifier  respectivement  p  termes  consécutifs  de  S'  et 
de  S",  à  partir  de  celui  que  l'on  voudra,  par  exemple  de  celui  qui 
renferme  la  puissance  //de  la  variable,  c'est-à-dire  de  déterminer 
les  arbitraires  1  par  le  système  des  équations  que  voici  : 


/' 


Pour  résoudre  ce  système  d'équations,  nous  remarquerons  que 
les  />  racines  a,,  «a,  .  .  . ,  «^  de  l'étjualion  (2),  rangées  dans  un 
ordre  convenable,  sont  respectivement  égales  aux  puissances  1,  2, 
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3,  ...,/;  de  riiiK"  (juclconque  [3  des  racines  primitives  de  la  niôiiie 
équation.  En  cdectuant  »;ette  transformation,  le  système  à  résoudre 
devient 

>.,  (S''^-^'     +  h |3'(i^+' '^     +...  +  /, (3?^!^+' '     -<-...-+->,,  [3/'^:^+' -^    =  9 1' ij.  -f- 1  ) , 
» 

}.,p^+/'-'+  A,[3'(i^+/'-')  +  ...-+-  >y{3î(i^+/'-o  -+-. . .  -h  >.^,|3(^+/'-')=  (p(;^  +/^  -  i), 

et  il  suflit,  pour  en  tirer  la  valeur  de  l'une  des  indéterminées,  À^ 
par  exemple,  d'ajouter  membre  à  membre  les  équations  dont  il  se 
compose,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  i,  (3''"^, 
^'(p-i\  .  .  . ,  ^(p-^np-i).  Il  vient,  en  eiïet, 

(3)     !  -' ..,_. 


Or,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  le  coefficient  de 
\^'"^  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puissances  p  —  <7  +  v  des 
p  racines  i,  (3,  .  .  .,  j3''~*  de  l'équation  binôme,  somme  que  l'on 
sait  être  égale  à  p  ou  à  zéro,  suivant  que  l'indice  de  la  puissance 
est  ou  non  un  multiple  de  /?;  mais,  parmi  les  p  nombres  entiers 
consécutifs, 

p—q-hi,     p—q-^-x,      ...,     p  —  q-^p, 

il  y  en  a  évidemment  un  et  un  seul  qui  est  un  multiple  de  p^  et  ce 
nombre  est  p  lui-même  qui  correspond  à  v  =  </  5  donc,  pour  toute 
valeur  de  v  autre  que  y,  le  coefficient  de  \^''^  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (3)  s'évanouit,  et  pour  'j=^q^  il  prend  la 
valeur/^.  Ce  premier  membre  se  réduit  donc  à  /^À^jS"^,  et  l'on  tire 
immédiatement  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  À^,  savoir 

/>     iiJ   ■   ■ 


-  ao  - 

ou  encore,  puisque  /3'^=:  i ,  quel  que  soil  v, 

P 


(4)  ?.=  ^    ^    ?(v)p-''. 


■  1* 


Cette  formule  donnant  toujours  pour  1^  une  valeur  finie  et  déter- 
minée, il  en  résulte  que  l'identification  des  suites  S'  et  S"  est 
toujours  possible. 

Si,  dans  la  valeur  de  S",  on  remplace  7.^  par  sa  valeur  tirée  de 
l'expression  (4),  on  obtient  l'identité  cherchée,  savoir  : 

15]      S'=y^z"f{n]o[n)  =  -^^\v^^''z)     ^     o(v^^-^-'    , 

laquelle  peut  encore  s'écrire,  en  renversant  l'ordre  des  sommations 
dans  le  second  membre, 

V   :i^+p-\    r-  (l=p  -| 


ou  enfin,  en  remplaçant  (i''  par  a, 

/|  =  M  v  =  ;iH-/i-l 

I 


,6,       "5.-./,„),(„,==f|'"[9;v)2'^] 


Dans  cette  dernière  identité,  la  seconde  sommation  îndiquéi* 
dans  le  second  membr<;  doit  être  entendue  comme  s'élendant  à 
toutes  les  racines  a  de  l'équation  binôme  [:>.). 

Parmi  toutes  les  suites  S'  que  l'on  peut  déduire  d'une  suite 
donnée  S  en  multipliant  les  ternies  successifs  par  des  coefficients 
arbitraires  qui  se  reproduisent  périodiquement  de  p  en  /;,  la  plus 
simple  est  évidemment  celle  qu'on  obtient  en  supposant  tous  ces 
coetricicnls  nuls,  excepté  un,  qui  est  égal  à  l'unité,  ce  qui  revient 
à  ne  conserver  de  la  suite  primitive  qu'un  terme  de  /;  en  p.  La  for- 
mule (6)  donne  immédiatement,  sous  une  forme  très-simple,  la 
N.ilciir  d'imc  telle  siiile.  Si  ^  est  l'indice  de  la  puissance  de  r  dans 


-  SI  - 

l'iiii  quelconque  tU's  termes  conservés,  il  vient  en  eflct 


ce  que  l'on  peut  écrire,  en  appelant  ///'  et  M'  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  valeur  de  n  ([ui  rendent  \t.  +  np  compris  entre  m  et  M 
inclus, 

Il  =  M' 

Ffaz) 


^7'  ^  ;; 

n  :=  ni' 

Si  enfin  on  suppose  que  S'  ne  renferme  qu'////  seul  ternie  de  S, 
celui  qui  contient  z'^^  ce  qui  revient  à  dire  que  p  est  pris  au  moins 
égal  à  la  plus  grande  des  deux  quantités  M  —  fx  -+- 1 ,  f/  —  7;^  -h  i , 
la  formule  (7)  se  réduit  à 
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et  il  est  à  remarquer  que  cette  dernière  formule  est  encore  exacte 
lorsque  \j.  cesse  d'être  compris  entre  m  et  M,  c'est-à-dire  que  l'on 
a  identiquement 

pour  fjt  plus  grand  que  M  ou  plus  petit  que  m,  pourvu  que  /;  ait 

été  pris  au  moins  égal  h.\j.  —  /«  -f- 1  dans  le  premier  cas,  à  ]M  — /J^  -h  i 

dans  le  second. 

Les  relations  (8)  et  (9)  conduisent  à  une  propriété  géométrique 

assez  remarquable    de  toute  fonction  F(:;),  développable  en  suite 

finie  suivant  les  puissances  entières  de  z  (positives  ou  négatives). 

Lorsque  la  variable  complexe  z  parcourt  un  cercle  C  de  rayon  /•, 

F  f  z  ^ 
ayant  l'origine  pour  centre,  la  fonction  '  •,  où  u  est  un  entier 

quelconque,  décrit  une  certaine  courbe  C.  Si  l'on  inscrit  dans  le 
cercle  C  un  polygone  régulier  de  p  côtés,  aux  p  sommets  de  ce 
polygone  correspondront  /:>  points  de  la  courbe  C  Les  relations  (8) 
et  {9)  expriment  que  l'on  peut  prendre  p  assez  grand  pour  que  le 
centre    de   gravité   des  p    points   dont   il    s'agit    soit  invariable  : 


1°  quel  que  soit  le  rayon  du  cercle  C;  2"  quelque  orientation  que 
l'on  donne  au  polygone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  C^  3°  quel 
que  soit  le  nombre  p  des  côtés  de  ce  polygone^  et  aussi  que  ce 
centre  de  gravité  coïncide  avec  l'origine  si  fx  est  en  dehors  de  deux 
limites  déterminées,  qui  sont  le  plus  petit  et  le  plus  grand  iudice 
de  puissance  de  z  qui  figurent  dans  le  développement  de  F(-). 

Extension  aux  suites  infinies.  —  Les  formules  (5)  et  (6)  n'ex- 
priment qu'une  identité,  puisque  nous  avons  appelé  F(^)  la  fonc- 
tion de  z  qui  est  représentée  par  la  somme  des  termes  de  la  suite  S 
ou 

S  z^fn-. 


mais,  pour  obtenir  ces  formules  comme  applicables  à  une  valeur 
donnée  ^0  de  la  variable,  nous  n'avons  eu  à  prendre  en  considéra- 
tion que  p  valeurs  de  r:,  savoir  «j  cToi  stgcro,  .  .  . ,  a^^o^  <5=m  ^^si  •  •  •  •> 
«„  étant,  comme  ci-dessus,  les  p  racines  de  l'équation  binôme  (2), 
en  sorte  que  les  formules  (5)  et  (6)  resteraient  encore  vraies  pour 
la  valeur  donnée  Zq  de  la  variable,  si  nous  avions  désigné  par  F(:;) 
non  plus  la  fonction  de  z  qui  est  définie  par  la  somme  des  termes 
de  la  suite  S,  mais  une  autre  fonction  quelconque  de  r:,  continue 
ou  non,  assujettie  seulement  à  prendre  les  mêmes  valeurs  que  la 
précédente  pour  les  jy  valeurs  de  ^,  a,r:o,  «arro,  .  .  .,  «^-q.  D'autre 
part,  les  raisonnements  par  lesquels  nous  avons  passé  pour  obtenir 
les  formules  en  question  sont  indépendants  des  valeurs  assignées 
à  ui  et  M,  et  subsist(;nt  par  conséquent  si  l'on  suppose  que  m  ou 
M  augmente  sans  limites,  c'est-à-dire  que  la  suite  finie  se  change 
en  une  série  infinie.  Il  est  donc  permis  de  considérer  les  formules  (5) 
et  (6)  coiume  applicables  à  toute  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  la  variable,  pourvu  que  F(2)  soit  une  fonction 
que  l'on  sache  être  égale  à  la  valeur  de  la  série  pour  les  p  valeurs 
«j^o,  cf.^z-o-)  -  •  ")  0(pZQ  de  la  variable,  z^  étant  la  valeur  de  la  va- 
riable à  laquelle  les  formules  doivent  être  appliquées.  Et,  plus  gé- 
néralement, pour  que  ces  formules  donnent,  sous  forme  finie  et 
pour  une  v.ib'iir  fjotmée  z„  de  r:,  la  valeur  d'une  série 


À 


-  sa  - 

déduite,  suivant  une  période  quelconque,  d'une  autre  série  donnée 

è  =  lz'-f[n], 

il  faut  et  il  suflit  que  l'on  connaisse  une  fonction  finie  V  (z)  con- 
tinue ou  non,  dont  la  valeur  soit  constamment  égale  à  celle  de  S 
pour  toute  valeur  de  z  ayant  même  module  que  z^  -,  et  dès  lors  les 
formules  donneront  également  la  valeur  de  S'  pour  toute  valeur  de  z 
ayant  même  module  que  z^. 

De  là  la  possibilité  d'obtenir,  au  moyen  des  formules  (a)  et  (6), 
souvent  plus  simplement  que  par  d'autres  méthodes,  la  sommation 
des  séries  qui  peuvent  se  déduire,  par  des  coetTicients  à  retour  pé- 
riodique, de  séries  connues. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  sommer  la  série 

S'  =  -  + 


I  l .2. . .0  1.2, 


Cette  série  peut  être  considérée  comme  déduite,  par  coefficients  à 
retour  périodique,  de  la  série 


z         z^ 

h  =  I  H 1 

I        1.2 


dont  la  valeur  est  e'  quel  que  soit  z. 
Faisant  donc,  dans  la  formule  (6), 


F(2)  =  /?S     p=^,     iJ  =  o,     9';o)  =  (), 
cp(i)  =  i,     cp(2)  =  o,     9(3)  =  o, 


il  vient  immédiatement 


S'  =  ^     -=  H •  + 


4\v/— I       -ï      —  v/-i       V         4  2 

formule  également  applicable  à  toute  valeur  de  z. 

La  considération  de  la  formule  (5)  fournit  encore  un  tliéorème 
relatif  à  la  convergence  des  séries  que  l'on  peut  déduire,  par  coefli- 
cients  à  retour  périodique,  d'une  série  donnée  S  dont  on  sait  que 
la  valeur  est  représentée  constamment  par  F  (::;),  lorsque  z  décrit 
le  cercle  de  rayon  r. 

Si  F(-)  ne  passe  pas  par  l'inlini,  c'est-à-dire  si  S  est  convergente 


—  ."U  — 

pour  toute  valeur  de  z  ayant  pour  module  /•,  la  formule  (5)  montre 
qu'il  en  est  de  même  de  toute  série  S'  déduite  de  S  avec  une  période 
quelconque.  Si  S  est  convergente  pour  toute  valeur  de  z  ayant  pour 
module  r,  excepté  pour  la  valeur  particulière  unique  Zi  =  /e''',  la 
même  formule  prouve  qu'une  déduite  donnée  S',  suivant  une  pé- 
riode p,  ne  pourra  être  convergente  pour  une  valeur  donnée 
r"  =  /e'^»,  que  dans  l'un  des  deux  cas  suivants  :  i°  si  P' (^i)  n'entre 
pas  dans  l'expression  de  sa  valeur,  c'est-à-dire  si  Q^  n'est  pas  com- 

o.h- 
pris  dans  l'une  des  valeurs  de  ©i -h  - — ^>  A  étant  un  entier  quel- 
i  p 

conque;  i°   si,  Q^  étant  égal  à  l'une  des  valeurs  de  l'expression 

/'—         /         ,'^'"\ 
ci-dessus,  par  exemple  à  ôj  H-  -^-^5  FUg*^       ''  /    a  pour   eoelH- 

cient  zéro  dans  la  formule  (5).  Or  ce  coefficient  est 


De  là  le  théorème  suivant  : 

Théobème.  —  Si  une  série  ordonnée  S  est  convergente  pour 
Èoutes  les  valeurs  de  z  ayant  un  même  module  /*,  il  en  est  de 
même  de  toute  série  qu'on  peut  en  déduire  par  coefficients  à 
retour  périodique. 

Si  S  est  convergente  pour  toutes  les  'valeurs  de  z  ajant  même 
module  /•,  excepté  pour  une  valeur  unique  rrj,  toute  série  S',  dé- 

.Hr. 

duite  de  S  suivant  une  période  p,  sera  divergente  pour  z:=Zie  ''  , 
k  étant  un  entier  quelcojique,  et  convergente  pour  toute  autre  va- 
leur de  z  ajant  r  pour  module,  à  moins  que  les  coefficients  (p  ne 
satisfassent  à  une  ou  plusieurs  relations,  telles  que 

(10)  y  9{^]^'  ''  =0» 


où  A'  est  un  certain  entier,  auquel  cas  cette  série  S'  reste  conver- 
génie,  par  exception,  pour  r  =:  r,e    ''  . 


Soit  donnée,  par  exemple,  la  série 

^  Z  Z^  Z^  Z'  2*  Z* 

I         ?,         i         4         5         b 

qui  se  déduit,  par  une  période  de  trois  termes,  de  la  série  logarith- 
mique, laquelle  est  divergente  pour  ^:  =  i,  et  convergente  pour 
toute  autre  valeur  de  z  ayant  pour  module  l'unité.  En  vertu  du 
théorème  précédent,  Si  sera  convergente  pour  toute  valeur  de  z 
ayant  pour  module  l'unité,  excepté  pour  les  trois  valeurs  particu- 
lières   

_  I  4-  sT^       _  ,  _  v'-  3 
I,     >     ; 

car  les  valeurs  de  a»  sont  ici 

9{i)  =  i,     cp(2)  =  — I,     o(3)  =  i, 

et  ne  peuvent  satisfaire  à  la  relation  (10)   pour  aucune  des  trois 
valeurs  consécutives  A'=  o,  i,  a. 
Au  contraire,  la  série 

z  2^       z'       z^  z*       z* 

s,  = 2-4-  +  y  —  2  --  +  -  +  ..  . 

serait  encore    divergente  pour    z  =  — ?    mais    resterait 

convergente  pour  r;  ^  i,  les  coeflicients  o  satisfaisant  à  la  rela- 
tion (10)  pour  A'=  o. 

On  trouve  d'ailleurs  aisément  par  la  formule  (6),  pour  les  va- 
leurs de  ces  deux  séries, 

S,.=  -^arciang^-^-3log(.-z'), 


v/3  22(Z  H-  2)  i/3  I  , 

82=  -î^arclang  -  '  * log  i 

2  2  H-  Z  '—  3z'       2 


-f-  z  -f-z'  . 


Il  est  intéressant  de  rechercher  ce  que  devient  la  propriété  géo- 
métrique exprimée  par  les  relations  (8)  et  (9)  lorsqu'il  s'agit  d'une 
série  et  non  plus  d'une  suite  Unie.  La  formule  (7)  ne  cesse  pas 
d'être  exacte,  c'est-à-dire  (jue,  si  l'on  désigne  par  Sp  la  série  par- 


—  oG  — 


lielle  déduite  d'une  série  donnée  S,  eu  conservant  seulement  un 
ternie  de  p  en  p  de  part  et  d'autre  du  terme  fixe  z"'f[^)^  on  aura, 
F(^)  étant  une  fonction  égale  à  S  pour  toutes  les  valeurs  de  z^  de 
même  module  r  que  la  valeur  considérée  Co=/'e'*»  de  la  variable, 


II 


Le  second  membre  de  cette  relation  représente  le  centre  des 
moyennes  distances  des  p  points 

F  x^z»,        F(aj2o;  I*    a,,  s,, 


qui  ont  ujpur  coordonnées  respectives  les  p  valeurs  que  prend  la 
fonction 

lorsqu'on  donne  à  ô  les  p  valeurs  successives 

p  p 

En  d'autres  termes,  lorsque  la  variable  z  parcourt,  comme  précé- 
demment, le  cercle  C  de  rayon  /■  ayant  pour  centre  l'origine,  en  s'ar- 
rètant  successivement  aux  p  sommets  du  polygone  régulier  de  p  côtés, 
inscrit  dans  ce  cercle  de  telle  sorte  que  le  dernier  de  ces  sommets 
soit  Zq,  la  fonction  *P^  parcourt  une  certaine  courbe  C^,  et  les  p  points 
d'arrêt  de  0^^,  correspondant  sur  cette  courbe  à  ceux  de  z  sur  le 
cercle  C,  ont  pour  centre  de  moyenne  distance  le  point  représenté 
par  la  valeur  que  prend  S^  pour  z  =  z^. 

Supposons  maintenant  que  p  augmente  indéfiniment,  ,u  restant 
fixe.  Il  est  clair  qu'à  la  limite  (S'^),^  se  réduira  à  ^o/^lp),  du  moins 
pour  toute  valeur  z^  de  z  qui  ne  rend  pas  S  divergente.  D'autre 
part,  les  sommets  du  polygone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  C  vont 
se  rapprocber  indélininient  en  restant  équidistants,  en  même  temps 
que  leur  nombre  augmentera  sans  limite;  de  môme  les  points  d'ar- 
rêt de  0|^  sur  la  courbe  C^^  vont  se  rapprocber  indélininient  sur 
toutes  les  parties  continues  de  cette  courbe,  en  sorte  qu  à  la  limite 

I  V  Fla-Zo)  ,  ,  ,  •   .    1     1 

-   > —  ne  sera  autre  chose  que   le  centre  de  gravite  de  la 


i 


—  ri7  — 


courbe  C^dont  chaque  élément  infinitésimal  serait  considéré  comme 
ayant  un  poids  proportionnel  à  la  longueur  de  l'élément  infinité- 
simal correspondant  du  cercle  C,  c'est-à-dire  que  cette  expression 
se  transforme  dans  l'intégrale  définie 


27:  J 

laquelle  reste  d'ailleurs  invariable  si  l'on  prend  deux  autres  limites 
quelconques  dont  la  dilïérence  soit  271;  car  il  importe  peu  que  la 
variable  z  parcoure  le  cercle  G  en  partant  de  tel  point  ou  de  tel 
autre,  pourvu  qu'elle  décrive  une  circonférence  entière  et  une 
seule,  puisqu'à  chaque  point  de  cette  circonférence  correspond  une 
valeur  unique  et  déterminée  de  <ï>^,  (sauf  aux  points  de  disconti- 
nuité, en  nombre  limité),  et  que,  par  suite,  on  retrouvera  toujours 
les  mêmes  éléments  différentiels  de  la  courbe  Cj^,  chacun  avec  son 
même  poids  relatif,  pour  déterminer  le  centre  de  gravité. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  comme  étant  ce  que  devient  la  rela- 
tion (i  i)  pour  p  =  00  et  pour  toute  valeur  Zq  de  z  qui  ne  rend  pas 
S  divergente,  l'équation  suivante  : 

X  étant  un  angle  quelconque. 
On  en  tiie 

(12)  f{F-)  =  ^J^^"^^~^V[re'^]^-'''^iO, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  bien  connue  qui  lie  le  coef- 
ficient de  z^^  dans  le  développement  d'une  fonction  F (2)  suivant 
les  puissances  entières  de  z,  aux  valeurs  que  prend  cette  fonction 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  ayant  même  module  que  celle  Zq  pour 
laquelle  le  développement  a  lieu. 

La  relation  (12)  comporte  évidemment  une  interprétation  géo- 
métrique analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  relations 
(8)  et  (9),  et  qui  n'en  est  d'ailleurs  que  l'extension  au^cas'limite  de 
jy  =  co  .  En  réunissant  ce  qui  se  rapporte  aux  deux  cas,  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  : 


-  ns  - 

Théorème.  —  Si  V{z)  est.  une  fonction  développable  en  suite 
finie  ou  infinie  suis^ant  les  puissances  entières  de  z,  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  ayant  un  même  module  r,  soit  C^  la  courbe  que  dé- 

crit  la  fonction  — — »  oii  u  est  un  entier  quelconque,  lorsque  z  dé- 

crit  le  cercle  C  de  rayon  r  ; 

1°  Le  centre  de  gravité  de  la  courbe  Cj^,  dont  chaque  élément 
infinitésimal  est  considéré  comme  doué  d'un  poids  proportionnel 
à  la  longueur  de  l'élément  infinitésimal  correspondant  du  cercle 
C,  représente  le  coefficient  de  z'^  dans  le  développement, 

2°  Si,  de  plus,  le  développement  est  fini,  ce  centre  de  gravité 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des  p  points  de 
C^  qui  correspondent  aux  p  sommets  d'un  polygone  régulier 
inscrit  dans  C  suivant  une  orientation  quelconque,  pourvu  que  p 
soit  assez  grand  [au  moins  égal  à  la  plus  grande  des  deux  quan- 
tités M  —  fi  -h  I ,  /Jt  —  m  -i- 1  ^  M  et  m  étant  respectivement  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  indice  de  puissance  de  z^  qui  figurent  dans 
le  développement). 

Formules  de  sommation  d'une  classe  de  séries.  —  Pour  ter- 
miner, nous  allons  appliquer  les  formules  (5)  et  (6)  à  la  somma- 
tion d'une  classe  de  séries  trigonométriques,  savoir  celles  dont  le 
terme  général  a  pour  expression 

nP~''  s'xnnx 


nf  ±ji' 


p  étant  un  entier  positif  pair,  q  un  entier  positif  impair  moindre 
que  p,  X  un  arc  réel  compris  entre  zéro  et  arr,  et  j^  une  quantité 
quelconque  dont  le  module  doit  seulement  être  inférieur  à  l'u- 
nité. 

Pour  cela,  nous  partirons  de  la  relation  connue 


V^  sinn.r -  —  x 

Z^       n  2 


qui  est  vraie  [>our  x  compris  entre  zéro  et   :>7r,  ces  deux  limites 


-  dO  - 
exclues,  et  que  nous  eeru"oiis,  eu  posant  «o  = »  r^i  =  -» 


(i3)  >  — =:  Oa^  -h  a,v:. 

On  eu  déduit,  par  intégrations  successives, 

V^  cos«.r  x^  X 

>  ■  =  «0 h  a^-K h  a-iiC, 

^        ïV  1.2  1 

V^  sin  n.T  x"^  .r^  x 

>    —  =  «0 ^  H-  rt,  t: h  «2  TT^ 1-  «3  71% 

^        /t^  1.2.0  1.2  I 

V^  COS/îa:  .r^  x^ 

^        /l*  I  .  2  ...  4  1.2.3 


,4)    / 


H-  rt,  rr' 1-  .itiTT' i-  «4  71% 

1.2  I 


Toutes  ces  équations  seront  vraies  pour  x  compris  entre  zéro  et 
2  7r,  et  aussi  aux  deux  limites,  si  l'on  détermine  les  constantes  «2, 
«3,  ...  par  les  relations  suivantes  : 


«0  «I  «2 

-   -^-  +  ■ — •  +  —  =  o, 

.2.0  1.2  I 


fi. 


ai=o. 


«, 


I , .  .5         I . . .4        I  .2.3  I 

a.  =  o, 


lesquelles  expriment  que  celles  des  équations  (i4)  où  figurent  des 
sommes  de  sinus  sont  satisfaites  pour  x  =  0  et  o:  =  ::,  ce  qui  en- 
traîne le  même  fait  pour  les  équations  intermédiaires  où  figurent 
des  sommes  de  cosinus,  et  qu'on  peut  déduire  des  premières  par 
dérivation.  Supprimons  donc  les  quantités  «3,  a^,  a-,^  .  .  . ,  et,  ne 
conservant  que  celles  des  équations  (i4)  où  iigurent  des  sinus^ 
écrivons  le  système  d'équations  que  voici,  supposé  prolongé  indé- 


—  6o 


liniment 


>5) 


V^  sinnar 
^      n 

^       11^  1  . 2 .  i  1.2  I 

ysin/ï.r         a^x'^         n^r.x^        «jTr'.r'       a^-^x 
: —  = -h    7  H 7  H . —  • 
j^u     IV           I ...  5        I ...  4        1 . 2 .  i  I 


^  sin/?.r a^xi 


n,T.xi- 


a-'^xi- 


.q        i..:q-i,        i...q- 

...   ' 4-  .  .  _  _| ï 


et  le  système  correspondant  de  relations  entre  les  constantes 


,   «„H-  rt,  =  o, 
a,  «, 

1.2.3  1  .  ^ 

«0 


4-  rt,  =  O, 


1 . . .D        I . .  .4 


(.6) 


rî, 


i...y        i...ig  — i)        i...(^  — 2)        i...i(7  — 4, 


1.2.3 


+  rt,-,  =  o. 


Considérons,  en  particulier,  dans  le  système  (ib),  les  équations 
où  les  exposants  les  plus  élevés  de  x  sont  respectivement  q-,  <l  -\-  />-, 
(j  4-  2^,,  y  4-  3y,^  . .  . ,  q  étant  un  entier  impair,  et  p  un  entier  pan- 
^  y.  cl  ajonloiis  membre  à  membre  ces  équations  resperli\cm(iil 


-  (il  - 

multipliées  par  7 '',j''+^,j ''+'/',  .  .  ,  :  il  vient 


1+P       (  y\  1+^P       I  y\  1+^P 
II)         '~[fl) 


L1...7       I 


(xy)7+P 


l'7. 


.  .     s'innx 

4-  a.rrf-    —^y ,  H M^^ r  -f- . .  . 

li...[q--?)        i...[q-hp—2)  J 

,    a  -r<  r^  ï-1^^'"       ^         {xr)i^P-^  "l 


-I-. 


ap+,7TP-^^  >•/'+= 


[xy^i-^P 


i...[q-hpi 


•] 


.•^r 


î-2 


-     + 


{xr]^'^p-'' 


i..Jq  —  2)        i...iq-hp  —  ■?.) 


•] 


Dans  le  premier  membre  de  celte  équation,  on  doit  prendre  le 
signe  -f-  ou  le  signe  —  devant  S,  suivant  que  q  est  de  la  forme 
4/'  H-  I  ou  4^'  — 15  et,  sous  le  signe  2,  les  termes  sont  tous  positifs 
ou  alternativement  positifs  et  négatifs,  suivant  que  p  est  ou  non  un 
multiple  de  4» 

Si  l'on  suppose  (jue  y  ait  un  module  inférieur  h  l'unité,  l'équa- 
tion (ly)  peut  s'écrire 


_  V^  yi  nP-i  s\n/ix 
'2u       nP±yP 

=  [a,-^  ap[r.j')P  +  ihpir.ry-P ■ 


[xy]i 
{xf)i-^p-^ 


[q-i]        i...{q-hp  —  i 

U-"[q  —  2)        i...[q  H 


q^-p-3 


-[ap^JT:r]P-'-\-a,i,--,ir.}-YP- 


[; 


[xy]i-P+^ 
Jq—p  +  i] 


'^^q+^) 


...]. 


-  6-2  - 

en  observant  toutefois  qu'il  y  a  Jicu  de  ne  pas  tenir  compte,  dans 
le  second  membre,  des  termes  où  l'exposant  de  xj  serait  négatif, 
d'après  les  valeurs  données  de  p  et  de  (7.  De  plus,  dans  le  premier 
membre,  on  doit  prendre  au  dénominateur  le  signe  4-  ou  le  signe 
— ,  suivant  que  p  n'est  pas  ou  est  divisible  par  4- 
Posons,  pour  abréger. 


Ap-,=  n,.-^[vx)P--+  a.pJ.T.yYP-'-^ 


et  remarquons  que,  d'après  la  formule  (6),  on  a,  d'une  manière 
générale, 

1  .2.  .  .  /•  l  .  .  .[P   ->!-  I  ]  p 

m 

a  étant  une  racine  de  l'équation  z^ —  1  =  0,  et  le  signe  21  s'éten- 
dant  aux  p  racines  de  cette  équation.  Si  l'on  tient  compte  de  cette 
relation  et  des  formules  (19),  l'équation  (18)  peut  s'écrire 


120, 


l  ±\  ■ = \.K,lyJ'-ie'"y+\,l7.P-i^^e"r^,,, 


H- A^_,:i  aP^î-'-e"/ + rt , -j -lî  a/'-î-^  '  e"»"  J 


Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  valeurs  des  —  quantités  A 
au  moyen  des  relations  (19)  et  du  système  (16). 

Pour  cela,  considérons  en  particulier,  dans  le  système  (16),  les 
équations  où  les  indices  les  plus  élevés  de  a  sont  respectivement 
/'  —  I ,/'-+-  ^  —  I,  r  -'r  ip  —  I ,  .  .  . ,  r  étant  un  certain  entier  im- 
pair moindre  que  />,  et  ajoutons  membre  à  membre  toutes  ces  équa- 
tions, après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  (tî^j)  )',  (^x)''*'''? 
{^jY^*''-!  *  •  •  •  l^oui'  écrire  le  résultat,  il  sullit  évidemment  d'égaler 
à  zéro  le  second  nienibn*  de  l'écjualion  (18),  dans  lequel  on  aura 


-  o:{  - 
remplacé  q  par  /',  x  et  t.  par  l'unité,  etj  par  tt}',  ce  qui  donne 

o  =  [„,+  a,{r.rY+<,,,(r.r)'F  +  .. .]  j^^-—;-.  -1-  ,   ^^jy^^j  +.  .-J 


[a,-.[r.ry-^  +  a.,,-,[i:rYi'-^  +  ..  .]  \j^^^^^ 


p+2  i^y.V+2 

h H  • 

2]  l...l/"+2| 


avec  la  même  observation  que  ci-dessus,  relative  aux  puissances 
négatives  de  tzj.  Si  maintenant  on  tient  compte  des  relations  (19) 
et  de  la  relation  générale  fournie  par  la  formule  (6),  savoir 


[r  -+-  p  <        I . .  .   r  +  ?.  /;  '  p 

l'équation  résultante  devient 

Si,  dans  cette  équation,  on  donne  successivement  à  /'  les  —  valeurs 
1,3,  5,  ...,  /;  —  I ,  on  obtient,  pour  déterminer  les  -  quantités  A,  le 
système  ci-dessous  de  -  équations  : 

2 


o=A„2a/'-'e'v+A,I:«e'^/  -t-...-l- A^_,:Sa/'-^e«^-^+ —  2a''e«'=r. 

Dans  celle  de  ces  équations  qui  occupe  le  rang  s^  on  voit  sans 
peine  que  le  coeflicient  de  AstC""^  est  a*'+^^~'  ou  pC^'+^^-i)'-^  si  l'on 
considère  ce  comme  étant  la  /•'^'"*  puissance  de  l'une  (3  des  racines 
primitives  de  l'équation  binôme.  Cela  posé,  ajoutons  les   équa- 


-  6i  - 

tions  (21)  membre  à  membre,  après  les  avoir  multipliées  respecti- 
vement par 

t-*     >      r*      >      ,-*      >       •  •  •  »      p  > 

le  coeflScient  de  Ajte'"-''  dans  l'équation  résultante  sera,  d'après  ce 
qui  précède, 

\     '5(!/+3i— l)r— (îi— l)j 

ce  qui  peut  s'écrire 

2 

s-  l 

mais,  |3  étant  une  racine  primitive  de  l'équation 

zP—  1^  o, 

|5'  sera  une  racine  primitive  de  l'équation 

r 
z- —  1  =  0; 

par  conséquent,  \  f5^^^''~f'  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puis- 

sanccs  /'  —  p  des  -  racines  de  l'équation 

r 
z^—  1  =  0, 

somme  que  l'on  sait  être  égale  à  —  ou  à  zéro,  suivant  que  /•  —  p  est 
ou  non  un  multiple  de  -•  Or,  pour  une  valeur  donnée  de  p  com- 
prise entn;  i  et—»  il  y  a  deux  et  seulement  deux  valeurs  de  /'  com- 
prises entre  I  et  /,>,  qui  puissent  rendre  /•  —  p  un  luulliple  de  -; 
ces  (b'ux  valeurs  sf)nt  >•  =  p,  r  =  p  ±  —'   VowUis,  les  exponentielles 

autres  que  c'^'^'^  et  e  "''^'^^  \puisque  |6'     '=  —  ,67  disparaissent  donc 


i 


—  0,"  — 
de  récjuation  résultante.  Le  coelliciciil  de  é'''^  sera  d'ailleurs 


t  —  ' — 1 


y  A»[3^"-')f+fx  ^'     011     ^  y   Aï,  [3='?, 
et  celui  de  e"^""-''  sera 

^A.f'~<'^^y^xf^      ou      -f   ^   A.P'.. 

Pour  pouvoir  écrire  complètement  l'équation  résultante,  il  reste 

à  calculer  le  coefficient  de  -^«  Dans  ce  coefficient  doit  fimirer  clia- 

2  ^ 

cune  des  exponentielles  telles  que  e""-''  ou  c/'^ ^  multipliée  évidem- 
ment par 

p  p 

2  2 

.<  =  1  .s  =  1 

Par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus,  on  voit  qu'il  ne  sub- 
sistera que  les  deux  exponentielles 


multipliées  l'une  et  l'autre  par^-^>  en  sorte  que  le  coefficient  de 
~^—  se  réduit  a 

Dès  lors  l'équation  résultante  sera 

2  3 


V. 
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d'où,  en  réduisant, 


2 

[22)  S   A,,{3("-')e 


^y  ePVH-e-?V 


2    e-P?^/_e?P-/ 


Si  maintenant,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (20),  nous 
mettons  en  évidence  le  coefficient  de  l'une  des  exponentielles  e'^, 
il  est  clair  que  ce  coefficient  sera 

ou,  en  remplaçant  ce  par  (j% 


expression  qui  devient  immédiatement,  en  vertu  de  l'équation  (22), 


2  \         e-^V—  e^'^'V'^ 
ou,  réduisant  et  revenant  à  la  racine  quelconque  a, 

B,=  7:ra^-î+'  — -~ —  • 

Dès  lors  la  formule  (20)  prend  la  forme  très-simple 

et  le  problème  se  trouve  résolu. 

Il  convient  de  rappeler  que,  dans  la  formule  (23),  on  doit 
prendre  dans  le  premier  membre  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  sui- 
vant que  jy  n'est  pas  ou  est  divisible  par  4  '■,  devant  le  second  membre 
le  signe  -h  ou  le  signe  — ,  suivant  que  r/  est  de  la  forme  4'"  +  i  ou 
4/' —  I  ;  enfin,  que  la  sommation  indiquée  dans  ce  second  membre 


—  (i7  — 
s'étend  à  toutes  les  racines  a  de  l'équation  binôme 

ZP—  l=z  o. 

Si,  dans  la  formule  (23),  on  l'ait  p  =  2,  <y  =  i,  on  obtient 

,    , .  V^  n  sin  n.r r:  <?("-^'/ —  e('-')r 

formule  donnée  par  Euler. 

La  formule  (23)  donne  le  résultat  sous  une  forme  compliquée 
d'imaginaires  pour  j'  réel.  Il  est  facile  de  faire  disparaître  les  ima- 
ginaires en  groupant  ceux  des  termes,  sous  le  signe  2  du  second 
membre,  qui  se  rapportent  aux  quatre  racines  de  l'unité  comprises 
dans  la  formule 

Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  et  l'on  obtient  en  défini- 
tive la  formule  ci -dessous  : 

l'^nP-'is.'xnnx r.      s\x\[T:  —  x]r 

(  ±^.^L  ,.._,-.   ^Sgwj. 

dans  laquelle  on  a 

\e'       /'  +  e  /'  /cos    (27:  -  ^)  jsin  — —  H '„     — 

Ç(,„)= •: l^ IL ^ 

/  .       imT.\  I    (     l-y  COS -2z)C0S \ 

cos  (  2  r  j  SI  n 1 \e  p  ~\-  e  p  j 

[26)  (  ^  P    J       -^ 

[_                      2/nz            ,                         1mr:\            I-                                                     ,                >     -, 
(2i:— aircos— -        (x_2-ircos-— -                   .    im~       iinin  —  i  ttH 
e  P  -\- e  /"  JcosLrrsin i ^^ '— \ 

I  P P  J^ 

COS    2rrrsin \e  p  -^  e  p  ) 

\  P    J       ^ 

et  avec  ces  remarques  essentielles  : 

i"  Que  le  premier  terme  du  second  membre  n'existe  que  si  p 
est  divisible  par  4  ; 

2°  Que,  devant  le  second  terme,  il  faut  prendre  le  signe  -h  ou 
le  signe  — ,  suivant  que  q  est  de  la  forme  4'"  -h  i  ou  4'*  +  3  ; 

3**  Enfin  qu'il  entre  sous  le  signe  2  de  ce  second  terme  autant 

5. 


—  G8  - 

de  tonnes  *(("')  que  l'on  peut  doiinei'  à   m  de  valeurs  entières, 

depuis  I  compris  jusqu  a  y  non  compris. 

En  particulier,  pour  p  =  ^^  il  n'existe  pas  de  terme  (l^,  et  l'on 
obtient 

V^nsin/i.r         tt    Tsinf?:  —  x]y'       f'('^-^)r — p(«--^)r~| 
^  11*  —  y^        4  J^  L       bin-r  e'^^ — e~'^-^      J 

'^  n?ç>\nnx  _     t:  Tsin  (r  —  ^)r       p(--^)r  —  ei''-^-''r'\_ 

Za  '^^ — y*  ~~    4L     siriTT)''  t^'^-^ — e~'^    y 

on  en  déduit  immédialement 

V^wsinn^       rsinfîr  —  x)r 
^  ti^  —  y-         2        suit:/ 

comme  cela  devait  être. 

Pour  p  =  6,  la  formule  (aa)  ne  contient  qu'un  seul  terme  '(,  c 
l'on  obtient  le  résultat  suivant,  relativement  assez  simple  : 


^  /?    'sin/?^      _^ 


«"■-Hj>-^  i'\y''' 


f-^-Y  —  fi--r 


(■^7) 


COS7r/y/3  —  I  (  e"^'  —  e-''-^  ) 

cos-rv/3  —  ^(t'''^  —  c-"^-^)         '      ) 

Lorsque  p  n'est  pas  un  multiple  de  (4),  la  formule  (25)  fournit 

l'expression  de 

^  nP~i  sin/?.r 
2u     ni'  +  yy 

Pour  r)b tenir 

V>  nP-^i  sinn.r 
2j  ~nî'~—  7  P    ' 


il  siiKirait  de  rem[)lac('r  >    J'ar  i^/ — i  dans  la  formule,  maison 
réiniroduirail  des  imaginaires.  11  est  plus  simple  de  remarquer  <pie 


J 


-  G9  - 
l'on  a  idoiitiqucmeiiL 


ynf-'is'M^nx      "^  nP-1  s'innx V' 
j^     Ni'  +  yi'         Zd     nP  —  yf      ~  "^ Zu 


L 


f. 


o.p  étant  divisible  par  4;  la  dernière  de  ces  trois  séries  est  donnée 
parla  formule  (aS);  il  en  est  de  même  de  la  première,  ce  qui 
Iburnit  immédiatement  la  valeur  de  la  seconde.  On  obtiendrait  de 
la  même  manière 

V^  nP~9s\unx 

Zj     nP  +  yP 

lorsque  p  est  un  multiple  de  4- 

Si  enfin,  dans  la  formule  (23),  on  fait  croître  p  indéfiniment,  et 

qu  on  passe  a  la  Imiite,  le  premier  membre  se  réduit  a  y — ? 

dont  la  valeur  est  connue  sous  forme  finie,  et  le  second  se  change 
en  une  intégrale  définie.  Si  dans  cette  dernière  on  suppose  y  réel, 
et  qu'on  sépare  le  réel  de  l'imaginaire,  on  obtient,  toutes  réduc- 
tions faites,  les  formules  suivantes  : 

!7r^(x_2^);.cosO  cos[^jsin  9  —  (7  —  1  )  0J—  eV'^°''^  cos  [(27:  — 3:)jsin0  +  (7  — 1)0] 
^jz^-cose  _|_  g-jvcos8  _  2  cQs ( 2- j  sin  9) 

ys\unx 
•» 
^^     ni 

■^e(^-''''-^r'"''>s\n[xys\n6—[q~i]0]+e^J''°'''sin[{7.T:—x)ys\n6-h'g—\]9],^_ 
g.-_rco-so  _j_  g-a-7coso__  2  cos(27rjsin0] 


(19 


Sur  les  substitutions  linéaires  ;  par  M.  ue  Polignac. 

(Séance  du  -i'i  janvier  1877.) 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  substitution 

linéaire 

,       hx  -\-  d 

X  ■=. ■> 

ax  -^  a 
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répétée  [x  fois,  ramène  à  la  valeur  initiale,  est,  d'après  M.  Serret 
[Cours  d'algèbre  supérieure) ^ 

^  '    —  4cos' 


bc  —  ad  '  y. 

On  peut  obtenir  ce  résultat  presque  immédiatement  par  les  consi- 
dérations suivantes. 

En  portant  sur  une  ligne  droite  les  longueurs  x^  Xj,  Xj,  ...,  x^_^^ 
x^=^  X,  on  obtient  une  série  cyclique  de  points  tels,  que  le  rapport 
anliarmonique  de  quatre  points  consécutifs  est  constant.  On  trouve 
sans  difficulté 

1 9. .  34 bc  —  ad 

73.^  ~  [b-hcY' 

D'ailleurs,  d'après  un  théorème  de  M.  Cliasles,  si  les  points  doubles 
de  la  relation  homographique 

axx'  —  bx  -h  ex'  —  d=  o, 

qui  lie  deux  points  homologues  (/",  e  consécutifs),  sont  imaginaires, 
il  existe  un  point  du  plan  duquel  ces  deux  points  homologues  sont 
vus  sous  un  angle  constant.  Si  la  série  forme  un  cycle  de  ]tx  points, 

cet  angle  sera  donc  égal  li  —5  car  les  rayons  vecteurs  menés  du 

point  en  question  aux  p.  points  de  la  série  partageront  la  circonfé- 
rence ou  la  demi-circonférence  en  ^  parties  égales.  Enfin  on  a, 
dans  ce  cas, 

12.34  sin^sinf?  sin'0  i  i 


,^  oA       sin2  6'sin2  0       sin*2(5       4cos^û        ,        ,X7r  , 

=  4cos^  — . 


bc  —  ad  /jt 
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EXTRAITS  DES  PROCÈS -VERBAUX. 


SÉANCE  DU   14  NOVEMBRE   1876. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    D.VUBOUX. 

M.  le  Président  rappelle  à  la  Société  la  perte  qu'elle  a  subie 
dans  la  personne  de  JM.  Charles  Sainte-Claire  Deville. 

MM.  Jordan  et  Halphen  présentent  M.  Schubert,  professeur  à 
Hambourg,  pour  faire  partie  de  la  Société. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  les  groupes,  en  nombre 
fini,  de  substitutions  linéaires. 

M.  de  Polignac  fait  une  communication  Sur  les  substitutions 
linéaires  formant  une  série  cj  clique.  M.  Darboux  présente  quel- 
ques observations  sur  ce  sujet. 

M.  le  Président  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  le  comte  L.  Hugo 
au  sujet  de  l'Exposition  scientifique  de  Londres. 

M.  Halphen  commviuique  une  note  Sur  les  correspondances 
entre  les  points  de  deux  courbes.  MM.  Darboux  et  Fouret  présen- 
teut  diverses  observations  sur  ce  sujet. 


SÉANCE  DU  29  NOVEMBRE  18  76. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   DE   LA   GOURNERIE. 

M.  Fouret  communique  une  note  Sur  la  déterndnation,  par 
le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points  de  contact 
ou  d'intersection,  sous  un  angle  donné,  des  courbes  d'un  système 
avec  une  courbe  algébrique. 

La  Société  a  reçu  de  M.  Brocard  deux  notes,  intitulées  :  i"  Sur 
la  division  mécanique  de  l'angle;  2°  Sui-  l' enveloppe  de  la  droite 
de  Simsoji. 

La  Société  a  reçu  de  M.  Saltel  deux  notes  Sur  la  théorie  des 
caractéristiques,  et  de  M.  Turquan  une  note  Sur  l élindnalion 
des  nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps. 


M.  Schubert,  présenté  dans  la  séance  précédente,  est  élu  à  l'una- 
nimité membre  de  la  Société. 

M.  Mannlieim  fait  une  communication  Sur  la  construction  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  surfaces. 

M.  Halphen  présente  cjuelques  Remarques  sur  les  connexes  et 
les  systèmes  de  courbes. 


SÉANCE  DU   13  DÉCEMBRE  1876. 

PRÉSIDENCE    DE   >I .    DE    LA   GOURNERIE. 

M.  Darboux  lait  une  communication  Sur  l'équilibre  astatique 
et  la  transformation  des  systèmes  de  forces. 

La  Société  reçoit  deux  notes  de  M.  le  comte  Léopold  Hugo  : 
i**  Sur  les  franges  d'interférence  produites  par  les  plumes 
d'oiseaux;  2°  Sur  le  calcul  du  nombre  7r. 


SÉANCE  DU  27  DÉCEMBRE  4876. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ROUCIIÉ. 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  note  Sur  la  généralisation 
pan-imaginaire . 

M.  Lindcmann  fait  hommage  à  la  Société  des  Leçons  de  Géo- 
métrie de  Clcbsch. 

M.  Perrin  fait  une  communication  Sur  une  forinule  de  somma- 
tion applicable  à  une  classe  de  séries. 

La  Société  ayant  reçu  de  la  part  de  M.  Schubert  un  exemplaire 
d'une  note  de  MM.  Schubert  et  Hurwitz,  Sur  la  théorie  des  carac- 
téristiques, jNL  Halphen  donne  quelques  explications  à  ce  sujet. 
AL  Lindeinann  ajoute  quelques  observations. 


-  7;j  — 

SÉANCE  DU   10  JANVIliK    1877. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    lŒSAL, 

Il  est  procédé  à  réleclioii  d'un  président,  deux  vice-présidents, 
deux  secrétaires  ,  deux  vice-secrétaires  et  de  sept  membres  du 
Conseil  ('). 

M.  llaton  de  la  Goupillièrc  fait  une  communication  Sur  la  re- 
clievclie  de  la  hvachisLochrone,  eu  égard  aux  résistances  passives. 

M.  Laguerre  communique  une  note  Sur  un  problème  d' yilgébre . 


SÉANCE  DU  24  JANVIER   1877. 

Pr.ÉSIDEiNCE   DE    M.    DE    POLIGNAC. 

M.  Laguerre  adresse  une  communication  Sur  les  normales  que 
l'on  peut,  d'un  point  donné,  mener  à  une  conirpie. 

M.  Halphen  fait  une  communication  Sur  la  liaison  qui  existe 
entre  les  douze  tangentes  menées  d'un  même  point  à  une  courbe 
du  quatrième  degré. 

M.  Ed.  Lucas  communique  une  Généralisation  d'un  théorème 
de  AI.  Hernnte  concernant  les  nombres  de  Bernoulli. 

M.  de  Polignac  fait  une  communication  Sur  les  substitutions 
linéaires. 

M.  Fouret  communique  une  note  Sur  les  normales  communes 
à  deux  courbes. 


SÉANCE   DU   7  FÉVRIER  1877. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    LEMONNIER. 


M.  Ed.  Lucas  fait  nnc,  communication  Sur  la  recherche  des 
nombres  premiers  au  moyen  des  séries  récurrentes. 

M.  Lindemann  fait  une  communication  Sur  la  représentation 
géométrique  des  formes  binaires  et  de  leurs  covariants. 


(*)  Voir,  en  lèlc  du  voliiiiK',  lo  rcsulliit  de  ces  élections. 
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SÉANCE  DU  21   FÉVRIER  1877. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    nOlCIlÉ. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  l'Euclide  de  Leniardelé. 

M.  Darboux  :  Sur  une  classe  de  systèmes  orthogonaux. 

M.  Fouret  :  Sur  le  nonihre  des  points  d'un  plan  en  chacun  des- 
quels trois  courbes  de  trois  systèmes  sont  tangentes  entre  elles. 

Cette  communication  donne  lieu  à  des  observations  présentées 
par  MM.  llalplien  et  Lindemann. 

M.  Halphen  :  Sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  gauches. 

Cette  communication  donne  lieu  à  des  remarques  faites  par 
M.  Darboux. 

M.  Lucas  :  Généralisation  du  théorème  de  Fermât,  et  du 
Canon  aritlimeticus. 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  l'origine  de  V analyse  indéterminée. 

]M.  Lagucrre  :  Sur  la  partition  des  nombres. 


SÉANCE  DU  7  MARS   1877. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    LEMONNIER. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  i**  Sur  un  groupement  de  polygones,  pro- 
venant d'une  ancienne  collection  chinoise j  2°  Sur  les  travaux 
d'Hypsicle. 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  la  recherche  des  grands  nombres  premiers. 

M.  Vicaire  :  Sur  la  distribution  de  la  chaleur  dans  les  Jours 
à  cuve. 

M.  Lagucrre  :  Sur  l' approximation  des  fonctions  d' une  variable 
au  moyen  des  fractions  rationnelles. 
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SÉANCE  DU  21   MARS  1877. 


Communications  : 
M.  le  Président  présente,  de  la  part  de  M.  Darboux,  un  Mémoire 
intitulé  :  Etude  d'une  question  relative  au  mouvement  d'un  point 
sur  une  surface  de  révolution. 

r>  /        j  j  -arc  lang  - 

]M.  Laguerre  :  Sur  le  développement  de   e  •^  en  Jraction 

continue. 

M.  Fouret  :  Sur  les  courbes  et  sur  les  surfaces  qui  sont  à  elles- 
mêmes  leurs  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  infinité  de 
courbes  ou  de  surfaces  du  second  degré. 

M.  Halphen  ;  Sur  une  formule  de  la  théorie  de  l'élimination. 

Cette  communication  donne  lieu  à  diverses  remarques  présentées 
par  MM.  Fouret  et  Lindemann. 

M.  Laguerre  :  Sur  quelques  propriétés  des  normales  à  l'ellipse. 

M.  Haton  de  la  Goupillière  :  Sur  les  développoïdes. 


SÉANCE  DU  4  AVRIL  1877. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   ROUCIlÉ. 

Présentations  de  nouveaux  membres  :  M.  Lindemann,  privat- 
docent  à  l'Université  de  Wurzbourg,  et  M.  Pousset,  professeur  au 
lycée  de  Poitiers. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  i°  Sur  certains  appareils  à  lentille  con- 
struits par  les  Egyptiens;  2°  Sur  le  papjrus  Rhind. 

M.  Halphen  :  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  figures. 

M.  Laguerre  :  Sur  la  multiplication  par  3  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  l'analyse  indéterminée. 

M.  Fouret  :  Sur  le  nombre  des  courbes  d'un  système  qui  tou- 
chent une  courbe. 

M.  Saltcl  :  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  pour  les  co- 
niques. 


Sur  la  partition  des  nombres;  par  M.  Lagtjerue. 

(Séance  du  21  février  1877.) 

1.  Le  problème  à  résoudre  est  le  suivant  :  Etant  donnes  des  nom- 
bres entiers  a^  b^  ...^  z  et  un  Jiombre  entier  variable  N,  trouver  le 
nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  de  V équation 

N  =  « ^  +  /> j  -f-  ...  +  la. 

Comme  l'a  remarqué  Euler,  le  nombre  T(JN)  des  solutions  est 
égal  au  coefficient  de  N  dans  le  développement  de  la  fraction  ra- 
tionnelle 


(i  —  2°)  (i  —  z^i. .  .(i  —  2'j 

suivant  la  puissance  croissante  de  z. 

Je  me  propose  ici  de  trouver,  non  pas  la  valeur  exacte  de  T  (N), 
mais  une  formule  qui  donne  une  valeur  approchée  de  cette  fonc- 
tion, l'erreur  commise  ayant  d'ailleurs  une  limite  fixe  indépendante 
de  la  valeur  <f  e  N  (  *  ) . 

2.  Je  m'appuierai  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Soit  -^ —  une  fraction  rationnelle  telle,  que  les  ra- 

cines  de  l'équation  f[z)  =  o  soient  toutes  inégales  et  aient  toutes 
pour  module  V unité  ;  si  Von  développe  cette  fraction  en  série  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  z^  tous  les  coefficients  du  déve- 
loppement demeurent,  eu  valeur  absolue,  inférieurs  à  ujie  limite 
déterndnée. 

Démonstration .  —  Soit 

9(2)     ^/  N        A  n  L 


f{z)  ^    '       z  —  a.       z—p        ■■'        z  —  V 

^{z)  désignant  la  partie  entière  de  la  fraction  et  or,  (3,  , 


(')  Les  résultats  contenus  dans  cette  Note  ne  sont  peut-être  pas  nouveaux;    mais 
ils  me  paraissent  [)eu  connus,  et,  en  raison  de  leur  simplicité,  j'ai  pensé  qu'ils  pour- 

ruieiil  iiiléii'sser  r|uelf(ucs  lecteurs. 


racines  de  réqiiationy(3)  =  o;  le  coefficient  d'une  puissance  quel- 
conque de  -  dans  le  développement  de  la  fraction  sera  de  la  forme 

;?  +  A  a"  +  B  (3"  + .  . .  +  Ll", 

p  désii,nant,  s'il  y  a  lieu,  le  terme  provenant  de  'î'. 

Le  terme  complémentaire  A  a"  -h  B/3"  ■+■'••-{-  LÀ"  est,  en  vertu 
d'un  théorème  bien  connu,  inférieur  à  la  somme  des  modules  de  ses 
différents  termes  et  par  conséquent  inférieur  à  A  -t-  B  H-  .  .  ,  -f-  fj. 

Le  lemme  est  donc  démontré. 

3.  Considérons  maintenant  l'expression 


Z"] 


zi]"» 


décomposons  cette  exjiression  en  fractions  simples  et  réunissons  en 
un  même  groupe  ^  (z)  toutes  les  fractions  dont  le  dénominateur  est 
une  puissance  supérieure  à  la  première  d'un  des  facteurs  du  déno- 
minateur F{z)5  réunissons  de  même  dans  un  groupe  9(2)  toutes 
les  fractions  qui  ont  l'un  de  ces  facteurs  pour  dénominateur. 
On  aura  évidemment 

F(2)=0(s)  +  9(2), 

et,  en  désignant  respectivement  par0(N)  et  0(N)  les  coefficients 
de  x^  dans  les  développements  de  *1^(-)  et  de  cj)(z), 

T(N)  =  0(N)-+-6(N). 

Le  dénominateur  de  9(3)  n'ayant  que  des  racines  simples  dont  le 
module  est  égal  à  l'unité,  il  suit  du  lemme  énoncé  plus  haut  que 
Ô(N)  reste  en  valeur  absolue  inférieur  à  une  quantité  donnée-,  on 
aura  donc  approximativement 

ï(N)=0(N), 

l'erreur  commise  étant  inférieure  à  une  limite  fixe  indépendante  du 
nombre  N. 

4',  yipplicatio/is.  —  Soit  à  résoudre,  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs, l'équation  nx  -\-  ^Y  ^^^  N%    ff  et  /^  étant  deux  nombres  entiers 
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premiers  entre  eux  ^  on  aura  dans  ee  cas 

I 


Fiz' 


et 


d'où 

et  par  suite,  en  négligeant  Ja  quantité  constante  —r-,  ce  qui  est  per- 
mis eu  égard  à  l'approximation  que  l'on  veut  obtenir, 

T(N)  =  -^. 
^     '       au 

C'est  la  formule  donnée  par  Paoli  et  l'on  sait,  dans  ce  cas,  que 
l'erreur  est  moindre  que  l'unité. 
Soit  encore  à  résoudre  l'équation 

ax  4-  by^  cz  =  N, 

«,  Z>  et  c  étant  trois  nombres  premiers  entre  eux. 
On  aura  dans  ce  cas 

,,,  T  I,  rt+/>-f-C  —  3  I 

^z]  = 


abc  [i  —  zy  2. abc  (i  —  z]' 

d'où,  en  négligeant  une  quantité  constante,  ce  qui  est  permis  vu 
l'approximation  que  l'on  veut  obtenir, 

T ( N)  =r  — .-  (N  +  a  +  6  -+-  c). 
2  abc 


Sur  L'dpproxujialioii  des  fondions  d'une  variable  au  moyen 
de  fractions  rationnelles  ;  par  M.  Laguerre. 


(Séance  du  7  murs  1877.) 


La  méthode  que  je  développe  dans  cette  Note,  pour  les  cas  les 
plus  simples,  s'applique  sans  difficulté  aux  fonctions  de  la  forme  r;^^, 
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où  W  désigne  uno  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  et  aux 
fonctions  de  la  forme 

(ax  +  bY[a'a:  +  b']"' . . ., 

où  a,  a',  .  .  .  désignent  des  quantités  arbitraires  quelconques. 
Le  principe  que  j'ai  mis  en  usage  est  le  suivant  :  F  (.r)  étant  une 

fonction  donnée  et  -777 — r  la  fraction  rationnelle  dont  le  dénomina- 

teur  est  d'un  degré  donné  et  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  valeur 
de  la  fonction,  je  clierclie  à  établir  entre  o  [x)^f[x)  et  leurs  déri- 
vées du  premier  ordre  une  relation  algébrique  qui  soit  linéaire 
par  rapport  à  l'une  de  ces  fonctions,  <p(.a?)  par  exemple,  et  par  rap- 
port à  sa  dérivée. 

Cela  posé,  en  considérant  pour  uninstanty(a:)  comme  connue,  et 
'^{oc)  comme  une  fonction  inconnue,  on  aura  une  équation  linéaire 
du  premier  ordre  que  l'on  saura  intégrer  au  moyen  d'une  quadra- 
ture. Comme  le  résultat  de  l'intégration  est  connu  d'avance,  il 
suffira  de  déterminer  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  y  (jt)  pour 
que  ce  résultat  soit  de  la  forme  voulue. 

On  déterminera  généralement  ainsi  une  équation  linéaire  et  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfera  le  polynôme  J"(x)  ;  cette  équation 
admet  une  seconde  solution  qui  s'exprime  facilement  au  moyen  du 
polynôme  ç(.^^),  ou  encore,  si  l'on  pose 

/(^)F(a:)  =  9(^)  +  R, 

au  moyen  de  R,  comme  l'a  fait  voir  M.  Cliristoifel  (')  relativement 
aux  polynômes  de  Legendre. 

I. 

I 


Développement  de 


1.  Soit 


V 


^IZT^       f[x]       Vx-"-'/      ^ 


(  '  )  Ueber  die  Gaussische  Quadratur  und  eine  Verallgemeinerung  dersclben  (Journal 
de  C relie,  t.  55). 

(')  Pour  abroger,  je  désignerai  dans  tout  ce  qui  suit  par  (  —  J  une  série  ordonnée 
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o\if{x)  et  o{x)  désignent  respectivement  des  polynômes  du  degré  n 
et  du  degré  [n  —  i). 
On  en  déduit 

ÏOg-==-  =l0gc?(^)-l0g/(^)4-  (-^J, 
y  X* — I  \-*     / 

parce   que    ■— — ^  est  du  degré   ( —  i)   en  ^5  puis,  en  prenant  les 

dérivées  des  deux  nombres, 

X      cù'  [x)        f  [x 

x'—i  ~  cp(j;)         /( 
et 


(0       ^?(^)/(^)  +  (^^-i)[/{^)?'(^)-9(^)/'{^)]  =  A, 

A  désignant  une  constante. 

Si,  dans  cette  équation,  on  regarde /(x)  comme  connue,  on  a, 
pour  déterminer  ^(x),  une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre; 
en  l'intégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre,  on  sera 
conduit  à  poser 

{2)  9(:r)=-=z=z, 

z  étant  déterminé  par  l'équation  différentielle 

(h 
dx' 
d'où 


p[x]\lx'—\  =k, 
A 


3  )  z  =    l dx 

J  ^x-^-ip[x) 


ou  encore,  si  l'on  désigne  par  a,  [î,  .  .  .  les  racines  de  l'équation 
J{x)  =  o,  et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

A    ^Y      p  \     g 

p[x)       Zà  [x  -  ay       Zj  ^- —  0:' 

z^S  Ç\-r^^ +  -=2 yx, 

^J   l\jx^~\{x  —  aY       \lx''—i[x  —  a.)\ 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  en  — >  et  par 

(.i™)  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  rommcn<;ant  par 
un  ternie  imi  or"'. 
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ou  encore,  en  effectuant  une  intégration  par  parties, 

.=yi p-==^ 

^)        [x  —  a)\Jx''—i 

+    C\ *?  PJ^ ^dx\ 

=yr ^ , +  r-^i^:zii)_zi^4^,]. 

On  déduit  de  là  facilement  que  z  se  compose  d'une  partie  algé- 
brique, d'une  expression  de  la  forme 


/ 


^^±^d. 


et  de  termes  de  la  forme 


/: 


q{cc'-i)-poc 


X  —  a.]\x'—\, 


dx. 


Chacun  de  ces  termes  doit  évidemment  être  nul;  or  un  calcul 
facile  donne 

^        _      7     . 

on  a  donc  la  relation 

(«'-o.r(«) +«/'(«) =o, 

qui  doit  avoir  lieu  pour  toute  racine  de  l'équation y"(a:)  =  o-,  d'où 
il  suit  que  y  (a:)  satisfait  à  une  équation  dlifércntielle  du  second 
oi'dre  de  la  forme 

[x^'—i ) j" H-  xy'  +  Pj  =  o. 

La  valeur  de  P  s'obtient  immédiatement  en  écrivant  que  le  coeffi- 
cient de  o:",  dans  le  premier  membre,  est  égal  à  zéro.  On  obtient 
ainsi  l'équation  bien  connue 

(  4  )  (  ^^  —  1  )  j"  +  xy'  —n\y  =  o. 

2.   Puisque  le  polynôme ^(x)  est  une  solution  de  l'équation  (4), 
V.  6 
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on  obtiendra  une  seconde  solution  de  cette  équation  en  posant 

fl.7 


ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (3), 
et,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (4)  est  donc 


A/( x]  -^^o[x)  \]x-  —  I . 

3.    Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  (1),   o{x)  soit 
regardée  comme  connue*,  pour  intégrer  cette  équation,  nous  posons 


f[x]=:  \Jx''~  I  o[x)t, 

t  étant  déterminée  par  l'équation  dillerenlielle 

d'où 

__     .  \dx 


I    ix^ 


i]'  a'[x] 


En  posant,  pour  abréger, 

a,  |3,  y,  ...  désignant  les  racines  d(;  ré(|uation  (j.  (.r  )  =  o,  un  calcul 
entièrement  analogue  à  celui  que  j'ai  développé  plus  haut  montre 
que  l'on  doit  avoir  pour  chacune  des  racines 

q[a?—\]  —  ?)p(x.  rzz  o, 
et  par  suite 

(«'-i)cp"(a)  +3a9'(a); 

d'où  l'on  conclut  que  ^  [•f]  est  nuv  solution  de  l'équation  différen- 
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ticllc  (lu  second  ordre 

(5)  [x-  —  i)  u"  ■+-  3xu'  H-  (r  —  n')  a  =  o. 

Si  l'on  remarque  mainlenant  que  celte  équation  n'est  autre  que  la 
dérivée  de  l'équation  (4),  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  j'  par  «, 
on  en  conclut  qu'à  un  facteur  numérique  près  '^{x)  est  égala 
f'{x). 

Il  est  clair  du  reste;,  ce  qui  est  facile  à  vérifier,  que  l'équation  (5) 
se  déduit  aussi  de  l'équation  (4)  par  la  substitution 

y  =  u  \,'X'  —  I . 

II. 

X  -h  l> 

4.   Soit  ni  une  quantité  quelconque  5  posons 

'  X  -h  n\"'       cp  f  .r  1         /     I 


Développement  do 


X  -\-  b  j        ,f\^) 

^{x)  eifi^x)  désignant  des  polynômes  entiers  du  degré  //. 
On  en  déduit 

m\og-^^l^  =  \ogo{x)  -\oëf[x)  -^-  [~^,y. 

puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

nilb  —  n]  ?'  ( -^ )       /'  ( -^  ■ 

[x  -r-  a)[x  -\-  b)        o{x)         j\^] 
d'où 


4- 


;6)     ni{b-a)o[x)f[x]^[x^a][x-^b)\o[x)f'[x)-f[x)'^'[x)'\  =  h, 


A  désignant  une  constante. 


Si  dans  cette  équation  on  regardey(.r)  comme  connue,  on  a,  pour 
déterminer  (j)(a:),  une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre;  ci; 
l'intégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre,  on  posera 


o'x\=fix)(^-^\ 
•^  '     '  \x  -V-  b) 
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z  étant  déterniiuée  par  la  relation 


J    [x-hn 


T{< 


On  doit  clierchrr  quelle  forme  doit  avoiry(x)  pour  que  z  ait  une 
expression  de  la  forme  donnée  par  la  relation  (j)^  ni  étant  quel- 
conque, on  y  parviendrait  aisément  en  suivant  une  marche  analogue 
à  celle  que  j'ai  suivie  dans  le  paragraphe  précédent',  mais  on  par- 
viendra plus  vite  à  l'équation  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait 
f[x)  en  supposant  que  m  est  un  nomhre  entier. 

Dans  ce  cas,  je  ferai  remarquer  d'ahord  qu'en  vertu  de  l'équa- 
tion [6)^f[x)  ne  peut  être  divisihle  par  [x  -h  a)^  car  autrement 
ce  binôme  diviserait  la  constante  A  qui  n'est  pas  nulle-,  il  est  clair 
également  que  f{x)  =  o  a  toutes  ses  racines  distinctes.  En  appe- 
lant donc  a,  j3,  ...  les  racines  de  cette  équation,  on  aura  un  déve- 
loppement de  la  forme 


.+ 


et,  pour  que  z  ait  la  forme  donnée  par  la  relation  (7),  il  faut  que 
Ao  =  o,  et  ensuite  que  (/  =  o  pour  toutes  les  racines  de  l'équation 
f{x)  =  o.  En  tenant  compte  seulement  de  cette  dernière  condi- 
tion, le  calcul  de  q  montre  facilement  que,  pour  toutes  les  racines 
de  l'équation y(j:)  =  0,  on  doit  avoir 

(  a  4-  «  )  (  a  +  ^  )/"  [a]  -\-[-}.o:  —  tn[n  —  b)  +  r/  -{-/;]/'(  a  )  =  o  ; 

d'où  l'on  voit  que  f{x)  satisfait  à  l'équation  du  second  ordre 

(■«;))  [x  H-  a)  [x  +  l>)y"+  [p-x  —  m  [a  —  b]-ha-\-  b]  y'  —  n  (n  -J-  1  )y  =  o. 

5.  Cette  équation  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

d  r  [x  +  n]"'^^       -1  _o; 

dxlK[x-^bY-^-^   J         "^  ~ 

on  voit  que,  le  polynôme y(,r)  étant  une  de  ses  solutions,  une  aulrc 
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sera  (lonncc  par  la  (onuiilL' 

y- fi:,)    r     A(.r +&)"-'       ^ 
ou,  cil  vertu  des  é(jualIons  (8)  et  (  7), 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


/(^)(^)"=''"'"^"' 


une  seconde  solution  sera  également  donnée  par  l'équation 

'  -^  \a:-haj 

6.  L'équation  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  ^{x)  s'obtiendrait 
par  la  niènie  méthode  5  mais  on  voit  immédiatement  qu'elle  se  dé- 
duit de  la  première  en  changeant  771  en  —  in-^  cette  équation  est 
donc 

[x  -h  a){a:  -h  b]  a"  -+■  [ix  -4-  m{a  —  h)  -h  a  -h  b]u' —  n{n  -h  i]n  :=o. 

Elle  se  déduit  évidemment  de  l'équation  (9),  et  il  est  facile  de  le 
vérifier  par  la  substitution 

/  .r  H-  h 
•^  \x  -f-  a 

7.  Pour  obtenir  sous  forme  explicite  les  polynômes /(x)  et  (f'(x), 
je  remarque  qu'en  posant 

X  =^  [n  —  b]\  —  a 
l'équation  (9)  devient 

cette  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  qui  définit  la  série 
hypergéométrique  F  (a,  (3,  y,  ^), 


—  «.)  — 


ou  a 

y  =  m  -h  i,     a  =  —  n     el     [3  =  /i  -+-  i . 

Le  polynÔQiey(jc)  sera  done  donné  par  la  formule 

n(n  -f- 1)  f X -\-  a\       [n  —  \]n{ti  -\-\][n-\-  "2.)  ( x  -\-  n\ 


„     .  nyn  -^  \]  /  X  -\-  a\       [n  —  i)n[n-^\j[n-i-'ijx-\-n\ 

•^  ^  m -h  i     \a —  I)  j  1 .2.(«i -h  i)  (m -f  2.)      \a  —  />/ 


n  -\-  u[n  -r-  7.]  •  .  .o.n        / x  -\~  a\" 


.jn  +  ij[ m  -t-  2j  —  [ni  -î-  II)  \a  —  b 

Le  polynôme  <f{x)  s'obtiendrait,  à  un  facteur  numérique  près,  en 
changeant  le  signe  de  m  dans  la  formule  précédente. 

8.  Comme   application,   supposons  a  =  i   et  Z>  =--  —  i,  on  aura 

alors 

2  )    /  t  -+-  .^\  ' 

I  .  2  .  (  />i  -H  1  j  (  Wi  -^  2  ;        \       2       / 


( n  ~  i] n i n  -^  \)  { n  -^~  i]  / 1  -^  X'  '' 
-t- 

et 


,    ,       r        nin-h\)  / 1  -\-x\ 
o{x]  =  \  i -^ '-     


n  —  i]n{n-\-  i](n  -h  ■>.]  f  i  -^ x \ 


1 . 2     I  —  ni]{i  —  m      \     2 


^  [»  — m](2  — /n)...(n  — m]  , 

^  [\  -h  m]{i  ^  m). .  .(il  -^  m]^ 


Comme  (  '■ — — |    se  change  en  son  inverse  quand  on  change  x  en 

—  X,  on  en  conclut  que  les  polynômes  y(a:)  et  ^[jc].,  donnés  par 
les  formules  précédentes,  sont  liés  par  la  relation 

9(-^)=/(-^)- 
Faisons,  par  exemple,  m  =  -  et  n  =^  3,  il  viendra 

f{x)  —  I  — 4(i-fx)-f-4(i-i-x)' — (n-jc)' 


et 


(f{x)  = [i  -  i2(i  -f-  x)  +  2o(i  -1-  .r)'—  8(i  -f-  xY], 


à 
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ou,  en  réduisanl, 

et 

1 

Si  l'on  désigne  par  S„  la  somme  des  «'«^'""^  puissances  des  racines 
de  l'équation  f{x)  --  8:r^  —  \x^  —  /\x  -+-  i  =  o,  on  doit  avoir 

S,  =  83  =  85=-     ('). 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  au  moyen  des  formules  de  Newton. 

9.  Si  l'on  considère  l'expression—  ( j  — i  ,  son  déve- 
loppement en  fraction  continue  donnera  des  réduites  dont  le  déno- 
minateur y  (x)  sera  le  môme  que  celui  des  réduites  auxquelles  con- 

(X  -A-  I  \  '" 
_ 1    . 

En  faisant,  dans  l'équation  (9),  Z>  =  —  i  et  «  =^-f- 1 ,  on  voit  donc 
que  ce  dénominateur  satisfait  à  l'équation  différentielle 

(9)'  [x''—  i)y" -\-  o.[x — in)y' —  «(«  +  1)7  =  0; 

et,  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  il  résulte  qu'en  posant 

/(^)(^)"'--9(^)+i^ 

(x 1  \  '" 
)   ' 

Si  nous  supposons  maintenant  que  m  tende  vers  zéro, 


I      \  l  X  -\r-    I 

m  Wx  —  I 


(')  Voir  ma  Note  Sur  un  problème  d'Algèbre.  {Bulletin  de  la  Sociéic  mathématique, 
t.  V). 

Je  saisis  ceUc  occasion  pour  déclarer  que  M.  15orchardl  était  déjà  parvenu  antérieu- 
rement aux  résultais  renfermés  dans  cette  Note. 


(X  ~\-  I  \ 
))  l'équation  (9)'  devient  l'équation  bien 

connue  qui  définit  les  polynômes  de  Legendre  et  l'on  voit,  comme 
l'a  fait  voir  M,  Cliristoti'el,  que  R  en  est  une  solution. 

10.  Considérons  maintenant  l'expression 

a  +  j3^    "]"■_  r(mô -f-(3).r  +  my -I- a"]"* 

X  + 


I  -J- 


my  ->r-  a" 


mS^^ 


X  -+-X 

0 


pour  avoir  son  développement  en  fraction  continue,  nous  poserons 

-4 -=a    et    J  =  6; 

le  dénominateur  de  degré  n  de  la  fraction    satisfera  à  l'équation 
suivante,  que  l'on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (9)  ; 

_^my-f-«\  /     _^y 


[m{ad  —  Qy)       m  y -h  a       y~\  ,  .. 

IX 4 — ^ — ^^  H '- rr  +  3     —  n[n  4-  I  j  =  o. 

Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  le  nombre  m,  la  fonction 

a  —1-  jX   ^"^  .         — — — 

I  H ^— -      aura  pour  limite  e^"^*"^,  et  l'équation  précédente 

deviendra 

(11)    (y  +  àxYy" -^[■j>.o[y  -^èx)  —  (aô  —  l^y)]/'—  n[n-\-  i)ôy  r^o. 

Telle  est  l'équation  difTérentielIc  à  laquelle  satisfait  le  dénomina- 
leur /"(a:)  d'une  réduite  de  la  fonction  e''*'*-^^  en  posant 

g  +  px 

(p(j:)  désignant  le  numérateur  de  la  réduite,  une  deuxième  solution 


—  m  - 

de  colU;  équation  sera  donnée  par  la  formule 

ou  encore  par  celle-ci 

De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  il  résulte  aussi  que  9(^)  satisfait  à 
l'équation  di/lérentielle 

[y  -h  ôxYu"-]-  [2(3(y  +  <5jc)  +  {ocd  —  [Sy)]"'—  n{n  -+-  \)d-u  =  o, 
et  cette  équation  se  déduit  de  l'équation  (i  i)  par  la  substitution 

III. 

Développevwjit  de  e^^'-'K 

\\.  Pour  traiter  un  cas  un  peu  plus  général,  considérons  la  fonc- 
tion e?'^*",  où  F(:c)  désigne  un  polynôme  quelconque  de  degré  m  et 
posons 

^(.r)  et  f{x)  désignant  des  polynômes  du  degré  n. 
On  en  déduit 

^[x]  =  log9(j:)  —  Iog/(:j;)  -h  [x-"'+') 
et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

o{x)         J[x) 
puis 

(12)     F'(^)  (^{x)f{x)-o'{x)f{x)-ho{x)f'{x)  =  x"-e{x], 

&[x)  désignant  un  polynôme  du  degré  iti  —  i . 

Si  dans  cette  équation  on  considère  /(x)  comme  connu,  on  a 
une  équation  linéaire  et  du  ])remier  ordre  par  rapport  à  (^{x). 
On   l'inléiirera  en  considérant  d'abord  le  second  membre  connue 
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égal  à  zéro,  i-l  posant 

(i3)  o^^-;  =re'-'-'-'/(jf)z, 

z  étant  déterminé  par  la  relation 


:.4)  — j 


/■(■ 


En  désignant  par  a,   (3,    ...    les  diverses  racines   de  l'équation 
f[x)  =  o,  on  pourra  poser 

P  désignant  un  polynôme  du  degré  (m  —  i)  en  x\  d'où 

ou  encore,  en  intégrant  par  parties  le  second  terme  de  la  relation 
précédente, 

J  AuJ    X  —  a.      ^J  x  —  a. 


ou  encore 

—  2  = 


^  —  a 


dx. 


^  J  :f  —  a 

Si  l'on  examine  cette  expression  de  ^,  on  voit  que,  pour  qu'elle  ait 
la  valeur  assignée  par  la  relation  (i3),ou  doit  avoir,  pour  toutes  les 
racines  de  l'équation /(x)  =  o. 

Or  un  calcul  facile  donne 


-   !)l    - 
DU  aura  donc,  pour  loutes  les  racines  de  Icquation  /'(j-)  =  o, 

d'où  il  suit  que/"(.r)  satisfait  à  une  équation  linéaire  et  du  second 
ordre  de  la  (orme 


i5 


Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r      C    ./l-l-H,(.r)j==o; 


o. 


dx 


on  eu  conclut  qu'une  seconde  solution  est  donnée  par  la  formule 


r^f^f- 


/■'[< 


dx. 


ou,  en  vertu  des  équations  (i3)  et  (i4) 

y-—  o[x)e~^"'''. 

12.  On  déterminei'ait  de  même  l'équation  du  second  ordre  h 
laquelle  satisfait  ^{jc)-^  sans  refaire  tous  les  calculs  précédents,  on 
voit  immédiatement  que  cette  équation  est  de  la  forme 

(i6)  u"-\\'[x)-\-  --H-.^^^Ja  +K(^-)«=-o; 

c'est  du  reste  la  transformée  de  l'équation  (i5),  quand  on  pose 

Effectuant  cette  transformation  sur  l'équation  (  i5),  il  vient 

-î-[H{x)  +  ~F'(,r)  +  ~^|F'(x)-F"(x)]«=o. 


13.   Nous  avons  encore,  pour  former  l'équation  ditrérentielle  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfait  yi.:^  ),  à  déterminer  le  polynôme 


-  9-2  - 
0(x)  et  la  fraction  lalionneilc  H(.r),  qui  est  de  la  forme 

K{x)  désignant  un  polynôme  du  degré  (2/n  —  2).  A  cet  elfet,  si 
nous  posons 

f[x)  =  aax"-i-  a,  X"-'  -+-  aj  x"-^ ■+■ . . . 
et 

c^[x)  =  bnX"-i-  b,x"-'-h  b-, x"-^ -{- . . . , 

et  si  nous  désignons  par  a,  j3,  y,  .  .  .  les  coefficients  inconnus  des 
polynômes  0  et  K,  les  équations  (i6)  et  (17)  permettront  d'ex- 
primer, au  moyen  de  a,  [3,  y,  .  .  . ,  les  coefficients  «05  «15  (^^i  •  •  •  5 
^0,  "j,  ^2, 

D'ailleurs,  l'équation  (12)  donne  également  des  relations  entre 
ces  coefficients  et  les  coefficients  inconnus  de  0^  de  ces  relations  on 
déduira  facilement  les  quantités  a,  |3,  y,  .... 

Dans  une  prochaine  Note,  je  communiquerai  à  la  Société  le  ré- 
sultat de  mes  reclierclies  sur  le  développement  de  la  fonction  e«^+*^' 
et  de  la  fonction  e'''-+*-^'. 


Sur  (fuelf/ues  thcorèines  de  JoachinistJtal;  par  M.  Lagueuue. 

(Séance  du  21  mars  1877.) 

1 .  Joacllimstlial  termine  ainsi  (')  une  des  Notes  nombreuses  et  élé- 
gantes qu'il  a  publiées  sur  la  théorie  des  normales  à  une  conique  : 

«  Je  vais  indiquer  une  proposition  qui  est  fondamentale  dans 
cette  théorie  : 

»  Théorî^me.  —  Soient  />,  y,  ;•  trois  points  d'une  conique,  tels  que 
les  Jiorniales  en  ces  points  concourent  en  un  même  point.  Si  l'on 
tire,  par  un  sommet  S  de  la  conique,  trois  paralU'Ies  à  pq^  qr^  rp^ 
le  centre  de  gravité  des  trois  points  oïl  ces  parallèles  rencontrent 
la  cuurhe  est  situé  sur  l'axe  qui  contient  le  sommet  S.  » 


{ '  )  Sur  la  construction  des  normales  qu'on  peut  abaisser  d'un  point  donné  sur  une 
section  conique  complètement  trouvée  {Journal  de  C relie,  t.  48"). 
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La  pro[)Osilioii  précédente',  ainsi  qnc  beaucoup  d'autres  dues  au 
même  géomètre,  peuvent  se  déduire  très-simplement  des  considé- 
rations suivantes. 

2.  Etant  donnés  une  conique  K  et  deux  |)oints  fixes  A  et  B,  dont 
le  premier  A  soit  sur  la  courbe,  si  l'on  imagine  les  divers  cercles  qui 
passent  par  ces  deux  points,  chacun  d'eux  rencontre  la  conique  eu 
trois  points  distincts  du  point  A,  et  il  est  clair  que  le  triangle  dé- 
terminé par  ces  points  enveloppe,  lorsque  le  cercle  varie,  une  pa- 
rabole. 

Piéciproquement,  si  divers  triangles,  inscvils  dans  une  conique 
K,  sont  circonscrits  à  une  parabole,  les  cercles  qui  leur  sont  cir- 
conscrits passent  par  deux  points  fixes,  dont  l'un  est  situé  sur  la 
conique  et  dont  r autre,  situé  en  dehors  de  cette  conique,  est  le 
foyer  de  la  par  ah  oie. 

On  en  déduit  immédiatement  que  : 

Si  divers  triangles,  inscrits  dans  une  conique  ¥s.^  sont  circonscrits 
à  une  parabole  : 

1°  Les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  sont  situés 
sur  une  même  droite  ; 

2**  Les  centres  de  gravité  de  ces  triangles  sont  également  situés 
sur  une  ligne  droite. 

3.  Soient  M  un  point  situé  sur  une  conique  K  et  MN  la  normale 
en  ce  point  j  si  de  chaque  point  m  de  la  droite  MN  on  mène  des 
normales  à  la  courbe,  les  pieds  des  normales  distinctes  de  MN  for- 
meront un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  évidemment  une  pa- 
rabole. 

On  en  conclut  que  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  passent 
par  un  point  fixe  de  la  courbe.  Soient  «,  a'  et  Z>,  b'  les  extrémités 
des  aves  de  la  conique.  M'  et  M"  les  symétriques  du  point  M  relati- 
vement à  ces  axes  ^  si  l'on  abaisse  les  normales  du  point  a  où  MN 
rencontre  aa'.,  les  pieds  des  normales  distincts  de  M  sont  a,  a'  et 
M'-,  de  même,  si  l'on  abaisse  les  normales  du  point/?  où  MN  coupe 
hb\  les  pieds  des  normales  distincts  de  M  sont  b.,  b'  et  M''.  Or  il 
est  évident  que  les  cercles  circonscrits  aux  deux  triangles  aa'M'  et 
bb'M"  se  coupent  tous  deux  sur  la  courbe,  au  point  ^x.  symétrique  de 
M  par  rapport  au  centre. 
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On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si,  en  q antre  points  d'une  conique  p^  </,  /•,  .v,  les  normales  con- 
courent en  un  même  point,  le  cercle  circonscrit  aux  trois  points 
//,  7',  s  passe  par  le  point  p'  sjmétrique  du  point  p  par  rappoi^t  au 
centre  de  la  conique.  (  Joachimsthal.) 

On  peut  remarquer  de  plus  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
rta'M'  et  le  centre  de  gravité  du  triangle  bb'M"  sont  situés  sur  le 
diamètre  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  M.  Donc  : 

Si  les  normales  menées  en  trois  points  p,  y,  /'  d'une  conique  con- 
courent en  un  même  point  [x^  le  centre  de  gravité  du  triangle 
pqr  se  trouve  sur  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par 
le  pied  de  la  quatrième  normale  que  l'on  j)eut  abaisser  du 
point  p.. 

4.  Il  est  à  remarquer  que  toutes  les  propriétés  des  normales  à  une 
même  conique  sont  multiples.  Si  l'on  considère,  en  effet,  le  triangle 
formé  par  les  deux  axes  et  la  droite  de  l'infini,  cliacun  des  côtés  de 
ce  triangle  joue  le  même  rôle  relativement  aux  normales.  Cela  ré- 
sulte immédiatement  de  cette  propriété  très-simple  :  Si  l'on  ej^ectue 
une  transformation  homo  grnphiq  ue  de  façon  qu'aux  foyers  d' une 
conique  correspondent  les  deux  ombilics  (*)  du  plan,  les  nor- 
males à  cette  conique  deviennent  après  la  transformation  les  nor- 
males à  la  conique  transformée. 

En  particulier,  si  l'on  prend  pour  point  de  départ  la  proposition 
de  Joacliimstlial  énoncée  plus  haut  et  que  l'on  peut  énoncer 
ainsi  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  />,  r/,  /•,  s  tels,  que 
les  normales  concourent  en  un  même  point,  si  l'on  désigne  par  p' 
le  point  diamétralement  opposé  à  /?,  les  droites  rs  et  qp'  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes. 


(')  J'appelle  ici  ombilics  les  points  imaginaires  situés  à  l'infini  et  conimiins  à  tons 
les  cercles  d'un  plan;  j'appelle  de  môme  ombilicale  la  coni(iuo  iniiujinairo  située  à 
l'infini  et  commune  à  toutes  les  sphères  de  l'espace. 

Les  propriétés  des  normales  à  une  surface  du  second  ordre  sont  égalcmenl  mul- 
tiples; car,  si  l'on  elTectue  une  transformation  liomogr.iphique,  de  telle  sorte  qu'à  la 
focale  d'une  surface  du  second  ordre  corresponde  l'ombilicale,  les  normales  à  la  sur- 
face ont  pour  transformées  les  normales  à  la  surface  transformf'e. 
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on  eu  (likluira  imnicdiatcmont  la  proposition  suivante  (jui,  sous  une 
autre  forme,  a  été  donnée  également  par  Joachimstlial  : 

Etant  donnes  sur  une  co?n(/ue  (/autre  points  />,  y,  /•,  s  tels,  que 
les  normales  concourent  en  un  même  point,  si  l' on  désii^ne  par  p' 
le  sjniétricpie  du  point  p  par  rapport  à  l'un  des  axes,  les  droites 
rs  et  qp'  rencontrent  cet  axe  en  deux  points  situés  à  égale  distance 
du  centre. 

5.  En  conservant  les  notations  précédentes  (3),  soit  MN  la  nor- 
male menée  en  un  point  M  d'une  conique  K.  De  chaque  point 
m  de  cette  droite  on  peut  mener  trois  normales  à  la  courbe  distinctes 
de  MN5  soient  «,  Z>,  c  les  pieds  de  ces  normales.  Par  un  sommet  S 
de  la  conique,  menons  des  droites  parallèles  à  /^c,  c<7,  ab  et  soient 
respectivement  a,  |3,  y  les  points  où  ces  droites  coupent  la  courbe. 
En  remarquant  qu'on  ne  peut  mener  à  la  parabole  enveloppée  par 
les  côtés  du  triangle  abc  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direction 
donnée,  oii  verra  facilement  que  le  point  a  détermine  les  points 
associés  |3  et  y  *,  par  suite  le  triangle  ajSy  enveloppe  une  conique 
que  l'on  voit  immédiatement  être  une  parabole.  Le  centre  de  gravité 
du  triangle  ajSy  décrit  par  suite  une  ligne  droite  5  en  plaçant  succes- 
sivement le  point  Ju  sur  chacun  des  axes,  on  voit  que,  pour  chacun 
des  triangles  correspondants,  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  pas- 
sant par  le  point  S. 

La  proposition  de  Joachimstlial  que  j'ai  énoncée  au  commence- 
ment de  cette  Note  est  donc  démontrée. 


o  /       J  '        7  r  ■  •  ,         arc  tan;  f-^  ) 

our  le  devetoppement  en  fraction  continue  de  e  ^'  -^ 

par  M.  Lagueriik. 

(Séance  du  3i  mars  1S77.) 

1 .   Posons 

nrc  taiig  (jj  O  (.f  )  /      I      \ 

^  ^  fîx)    ^   \X^^)  ' 

o[x)  cl  f[x)  désignant  des  polynômes  du  degré  Ji  et  (    ^^^^^  )    une 
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série  développée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  -  et  coni- 
mencant  par  un  terme  de  la  forme • 

Comme  e  ^    se  change  en  son  inverse  quand  on  change  jr 

en  —  X,  il  en  résulte  qu'à  un  facteur  numérique  près  (^{x)  est  égal 

h  f[ — x);  d'ailleurs  pour  jc  =  db  co  ,  le  rapport  ^ — r  se  réduit  à 
l'unité^  on  a  donc 

En  employant  la  méthode  que  j'ai  exposée  dans  une  PSote  précé- 
dente (*),  on  obtient  facilement  l'équation  diflerentielle  suivante, 
à  laquelle  satisfait  le  polynômeJ"(x), 

(i)  (i  -t-  a;')j"-t-  [2x  —  i]x'  —  n{n  -h  i)x  =  o. 

Le  polynôme  (f{x)  satisfait  à  l'équation 

[i  -i-  cc^) u"  -^  [ix  -+- 1)  u'  —  n(n  -+■  \]u  =  o, 

équation  qui  se  déduit  de  la  précédente  par  la  substitution 


ou  encore 


X  =  ue 


r= 


—  arctang  f  —  1 


On  en  conclut  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  donnée 
par  la  formule 

j  =  A/(a7)  +  B/(— r)  e"'^'="'6', 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


2.  Posons 


X  =  lil  —  22 


d' 


ou 


(')  Sur  l'approximatinn  d'une  fonction  d'une  l'tiriable  au  mojen  de  fractions  ration- 
nelles {ISuUctin  de  la  Société  inatliénnitir/iic,  p.  7S  i\o  ce  toino). 
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l'équation  (i)  deviendra 

(s  —  z^)y"  +  (  iH 2  2  \y'  H-  n(n  +  i)/  =  o, 

équation  qui  délinit  une  série  lij'pcrgéomé trique  F  (a,  (5,  y,  ^),  pour 
laquelle  on  a 

y  =  x-\ ,      a=:  —  n     et     S  =  «  4- i . 

Celte  série  est  évidemment  un  polynôme  du  degré  ii  en  z-^  on  a, 
par  suite,  en  désignant  par  K  un  facteur  indépendant  de  x, 

/(x)  =  KF(-n,  n  +  i,  y,'-^)' 

Convenons  de  déterminer  le  polynôme  /"(:r)  par  la  condition  que 
•      ^^  ■  soit,  pour  x  =  -\-zo  ,  égal  a 

g(aH-i)...(a  +  /z  — i)(3(i3  +  i)...((3+7z  — i). 

2"  .  I  .  2  .  3  .  .  .  /i  ' 

en  divisant  les  deux  membres  de  la  relation  précédente  par  a,"  et 
en  faisant  croitre  indéfiniment  x.  il  viendra 


y(y-t-  i)...(y  +  /i-i) 
d'où 


F(—  n,  n-hi,  y,  z]  =  — 


y[y  +  i).  .  .[y  -+-  n  —  i] 

Si,  pour  plus  de  clarté,  nous  représentons  f[Jo)  par  V„,  et  si  nous 
posons,  pour  abréger, 

T{—  n,  ?i-{-  i,  y,  z]  =  F{—  n), 

on  déduit  de  là 

Ff— 7^)  Ff-7i  +  i)  T(-n-i] 


^  i  V„_.  V„+,  (y  H-  7^  [y-hu-i] 

y  -I-  7î  —  I 

3.  Cela  posé,  en  désignant  respectivement  par  ^P,  ^'j  et  <i>2  I<-'s 
V.  r 


-  os  - 

trois  fonctions 

F{oc,^,y,z),     F(«-i,  (3  +  1,  y, -^)     et    F(a  +  i,  (3- i,  y,  z), 
on  déduit  facilement,  des  relations  données  par  Gauss  (').  la  rela- 


tion suivante  : 


j  [y-3a-(p 


Ci]Z-\- 


oc{y  —  cc—j]       (y -«)(«- 01  (j, 
(3-a-i  jS-a  +  i     J 

[i  —  a-l-i  [3  —  a—  I 


Si,  dans  cette  relation,  on  fait 

i  -h  ix  r.  i 

z  =z ,     «=:  —  «,     p^/n-i    et    y=n — » 

2.  2 

<!>,   0,    et  ^2  deviennent   respectivement   F( — //),    F( — u  —  i), 
y  {^ — n  4-  i^^  et  l'on  obtient  l'équation 

—  /  (2  «  + 1  )  :cF(— Ai)  —  (y  +  «)  F  (  —  n  —  I  )  +  (y— 71  —  I  )  F(  — 71 -f- 1  )  =  o. 

Remplaçons,  dans  cette  équation,  F( — ??),  F( — n -\- \)  et 
F( — 71 — i)  par  les  valeurs  proportionnelles  déduites  des  rela- 
tions (2)  et  y  par  sa  valeur  1  H ?  il  viendra 


(4) 


V„4-l  =  —  (2/1  +  \)x\n  H-  (  /i-   +  -7   )  V„_,. 


4.  Déduisons  de  (4)  les  valeurs  de  V,,^,,  ^  '„^i  et  V",_^.i ,  et  portons- 
les  dans  l'identité 

a;;^,  +  (?,  ^  + 1  )  v;,^,  —[n  +  i]  [u  -t-  2)  v„+,  =  o, 

il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

(5)  2  (  I  -h  ^')  V'„  —  (2  n:c  —  I  )  V„  -f-  2  U'  +j\  V„_,  =  o. 

5.  Des  formules  précédentes  on  déduit  les  valeurs  suivantes  des 


(')  Dis'/iiisitioitps  ffciieralcs  circa  scricin  {Gauss  Jf-'crfir,  t.  III,  p.   i3o). 


-  on  — 

polynômes  V'„  : 

2  4        ^ 

Si  l'on  (Icsignc,  on  général,  par  S,„  la  somme  des  ///"^""'^  puissances 
des  racines  de.i'équation  V,,^  o,  il  est  clair  que  l'on  aura 

Oi  ^^^  03  ::^  05  ^^  .  .  .  ^^  — 
2 

et 

S2  =  S>  =  S„  =  . ..=  --, 

2 

m  étant  au  plus  égal  à  :<«  —  1 . 

6.    De  la   relation    ^4)    résulte    le    développement    suivant   de 


arc 


•""^  (i) ,. 


e  ^""^  en  fraction  continue  : 


arc  lang     —  1 


^'-"î 


4     ' 


—  3.r-i- 


4 


9 


—  5x  -\- 


dont  la  loi  est  évidente. 

7.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent,  sans  aucun 

cliangenient,  au  développement  en  fonction  de  i  '- j    ,    quelles 

que  soient  les  quantités  a,  h  et  /«. 

Du   reste,   cette   expression    donne  en    particulier  la    fonction 

'    quand  on  y  fait  (i  =  /,  ù  =  —  t  et  /«  = 


arc  lani 

e 
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Etude  d'une  question  relative  au  mouvement  d'un  point 
sur  une  surjace  de  révolution  ;  par  M.  G.  Darboux. 

(Séance  du  21   mars   1877.) 


Dans  un  article  inséré  aux  Comptes  rendus,  t.  LXXVII,  p.  849, 
M.  Bertrand  s'est  proposé  de  recliercher,  parmi  toutes  les  lois 
d'attraction  émanant  d'un  centre  fixe,  celles  pour  lesquelles  la  tra- 
jectoire d'un  point  libre  sera  toujours  fermée.  Je  me  propose 
d'étendre  la  même  reclierclie  au  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface  de  révolution,  en  admettant  que  le  point  est  soumis  à  la 
seule  action  de  forces  émanant  de  différents  points  de  l'axe  ou  bien 
de  forces  parallèles  à  l'axe  et  fonctions  de  la  distance  du  point  sur 
lecjuel  elles  agissent  à  un  plan  fixe  parallèle  à  l'axe.  Ces  liypo- 
tlièses  se  résument  en  uue  seule  :  il  y  a  une  fonction  des  forces  qui 
conserve  la  même  valeur  en  tous  les  points  d'un  parallèle  de  la 
surface. 

Prenons  pour  l'axe  des  z  l'axe  de  la  surface.  Désignons  par  /•  la 
distance  d'un  point  quelconque  à  cet  axe,  et  soit 

zz=(p(r) 

l'équation  de  la  surface.  La  fonction  des  forces  sera,  par  hypothèse, 
une  fonction  de  ;•,  que  je  désignerai  par 

En  désignant  par  w  l'angle  que  fait  le  plan  méridien  contenant  le 
mobile  avec  un  nu';ridieu  fixe,  l'équation  dillérentielle  de  la  tra- 
jectoire sera,  comme  on  sait, 

C*  et  h  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  la  courbe  est  fermée,  les  valeurs  de  /*  seront  comprises  entre 
deux  liuiites  «,  /^,  et  la  lraj(;ctoire  sera  couiprise  tout  entière  entre 
les  d(;ux  parallèles  de  rayous  a  et  h.  Poui'  ces  deux  parallèles  ex- 


101   - 


trêmes,  -r-  doit  s'annuler,  /•  étant  maximum  ou  minimum.  On  a 
donc 


Ces  équations  nous  permettent  d'exprimer  C^  et  li  en  fonction  de  d 
et  de  b.  Si  l'on  pose 


A  = 


f[b) 


a- 
\ 


l'équation  de  la  trajectoire  devient  ainsi 

il,'  A 


I  -f-  o' 


r^d(^'        f\b)—f[a^ 


et  l'on  a  par  conséquent 


/■ 


drs/i-i-c?'-^^/f{b)-f{a] 


r's/A 


En  employant  le  mode  de  raisonnement  proposé  par  M.  Bertrand, 
on  reconnaît  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  que  la  courbe  soit 
fermée,  que  l'on  ait 

'V7W^N/f(6)-/(a) 


3) 


r'\jA 


dr  =  p.- , 


[JL  étant  un  nombre  commensurable  constant.  Ainsi  il  y  a  à  déter- 
miner les  deux  fonctions  arbitrairesy*(7'),  <j>{'')-,  de  manière  à  satis- 
faire à  l'égalité  précédente.  Dans  le  problème  traité  par  M.  Ber- 
trand, il  y  avait,  au  contraire,  une  seule  fonction  inconnue. 

Je  commeucerai  par  réserver  le  cas  où  l'on  suppose  la  fonction 
f{f')  constante,  ce  qui  revient  à  clierclier  les  surfaces  de  révolution 
pour  lesquelles  les  lignes  géodésiques  sont  fermées.  Alors  on  pourra 
eliectuer  le  cbangemcut  de  notations  suivant. 
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Posons 

[^)  f['')=^,    f[ct)  =  ^,    f[b)  =  ^     f.=^W.      - 

L'équation  (3)  se  transformera  dans  la  suivante  : 

^     \JF[x)  \jp  —  adx     


^Y[x] 


1 


V 


X        1        Txi[x) 

[3      ,     ^(P) 


Posons  [i  =  a  -f-  î,  x  =  a  +  e«,  et  supposons  £  suffisamment  petit. 
Nous  allons  chercher  les  trois  premiers  termes  du  développement 
de  l'intégrale  précédente  suivant  les  puissances  de  £. 
On  a 


x     I      r;3[x) 

Cf.         I        îô  I  2J  ; 

|5     ,     B(|3) 


2  |_  i 


£?< 


r  -I-  «  -I-  h'    + 


3     '  ■  12 

cj",  n'",  tj'^'  désignant  les  dérivées  de  c>  pour  .r  =  a.  Par  suite 


]• 


A"^ 


sj'^^^^'. 


[ 


i-g^,e(i  +  .] 


24  Cî 


7;  £'(l  -{-?/  +  «') 


ro'"-' 


24  îô 


,/,£-l'  + 


/0'+..]. 


On  a  de  niciu(! 


On  trouve  ainsi  sans  peine  d'abord  le  premier  terme  de  0 


0 


/2j<>)    r da 


Pour  e  =  o,  12  se  réduit  à  son  premier  terme.  Eu  ellectuant  l'inté- 
grale qui  y  est  indiquée,  on  obtiendra  l'équation 


4  A^V) 
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(;l  par  conscqucnL 

(8)  F(^)  =  |m"(^). 

Ainsi  tout  se  réduit  à  calculer  la  fonction  rs[x).  Pour  obtcîuir  cette 
fonction,  nous  allons  compléter  le  développement  de  0.  En  met- 
tant à  la  place  de  F(x)  sa  valeur  dans  la  formule  (7)  ot  substituant 

les  développements  de  F(.r)  et  A  ^  dans  l'expression  de  0,  nous 
obtenons  le  résultat  suivant  : 

Or  on  a 

du       3 


r'         (lu         _  r'       udu t:  r'       a' 

Substituons  ces  valeurs  dans  12,  et  nous  aurons 

12  =  /^t:  +  Tie'    -.r^^  —  j^r-T 


12  devant  être  égal  à  ixr.^  il  faut  que  le  coefficient  de  toutes  les  puis- 
sances de  s  et,  en  particulier,  celui  de  £%  soient  nuls,  ce  qui  donne 
l'équation 

(9)  STO^TTr'^—  4îp"'=  o, 

qui  fera  connaître  n>. 

Cette  équation  admet  deux  espèces  de  solutions.  La  première 
s'obtiendra  en  supposant  r7"(  a)  constant.  On  a  ainsi 

(10)  X^^x)  =:Cx'- -\-^X  -\-  K. 

Toutes  les  autres  seront  comprises  dans  la  formule 

A 

(il)  rj^[x)  =  — h  B^  +  C. 

11  est  aisé  de  voir  d  ailleiu"s  (|ue  ces  deux  formes  sont  acceptables 


—  lui  — 
et  donnent  toutes  les  deux,  jointes  à  l'équation 

(12)  F(^)  =  ^'rn"(^), 

des  solutions  du  problème  posé. 

Il  nous  reste  à  les  discuter  et  à  reconnaître  la  nature  des  sur- 
faces et  des  forces  auxquelles  elles  correspondent.  Rappelons  d'a- 
bord les  notations  primitives. 

Nous  avons  posé 

(.3)  f[r)  =  x; 

X  est  donc  la  fonction  des  forces,  et  l'on  pourra  sans  inconvénient 
lui  ajouter  ou  lui  retrancliet  une  constante. 
Nous  avons  d'ailleurs 

(l4)  ^^=C7(^), 

et,  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  a:,  nous  aurons  la 
fonction  des  forces  exprimée  en  /'.  Enfin,  d'après  la  définition  de 
F(x),  nous  pouvons  écrire 

9"_ 


I 


Les  équations  (iv3),  (14)5  (ist)  nous  feront  connaître  y(/'),  <}'(/'), 
et,  par  conséquent,  à  la  fois  la  nature  de  la  surface  et  celle  des 
forces.  . 

II. 

Appliquons  d'abord  ces  formules  à  la  première  liypotlièse,  celle 
pour  laquelle  on  a 

^[x]  =  Ajr'-f-  B^  +  C. 

En  augmentant  la  fonction  des  forces  x  d'une  constante  arbitraire 
et  remarquant  ([ue  A  ne  peut  être  nulle  [sans  quoi  F(j?)  serait 
nulle],  on  peut  écrire 

,    ,         1        j;'       C 

xn[x)  =  —z=—  -{--, 
^    '        /••'A        A 

ou 

(•6)  ^.=  ^^_C. 
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De  l'équalion  (i5)  on  lire 

(17)  ^  +  9"  =  Y^j^^- 

Commençons  par  supposer  ^  =  i^  nous  aurons 


f'-y/A-Cr.'' 

et,  en  intégrant, 

A 

c'est-à-dire 

A 

'■'+'■'  =  j.- 

La  surface  est  donc  une  sphère. 

Quant  à  la  force,  on  peut  en  donner  différentes  expressions.  Voici 
la  plus  élégante.  En  vertu  de  l'équation  de  la  surface,  la  fonction 

des  forces  x  peut  s'écrire 

—  z 
^      r 

et,  en  différentiant  cette  expression,  on  obtiendra  les  deux  compo- 
santes R,  Z  de  la  force,  l'une  perpendiculaire  à  l'axe  des  z^  l'autre 
parallèle  à  cet  axe.  On  trouve 

Ces  expressions  nous  montrent  :  1°  que  la  force  est  tangente  au 
méridien:  2.°  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  carré  de  /',  c'est-à-dire 
du  carré  du  sinus  de  l'arc  de  cercle  0  compris  entre  le  point  attiré 
et  le  pôle. 

On  sait  en  effet  qu'avec  cette  nature  de  forces  la  trajectoire  sera 
une  conique  spliérique  dont  le  pôle  sera  un  des  foyers. 

Supposons  maintenant  que  y.  ne  soit  plus  égal  à  l'unité  ;  alors  la 
formule  (17)  nous  montre  que,  pour  la  surface  de  révolution  cher- 
chée, on  aura 

ds'  =  4 1-  r'dcù\ 

A  +  C  r- 


Or,  si  l'on  pose 


lOG  — 


(JM 


on  a 


as-  =:  L'.'     4-  r^clo) 

expression  qui  ne  diirère  de  celle  qui  est  relative  au  cas  de  [x=  i 
que  par  la  présence  d'un  facteur  constant  ^x.  L'hypothèse  actuelle 
conduit  donc  simplement  à  des  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  la  sphère. 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir  a  priori,  car  on  sait  que  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  demeurent  les 
mêmes  quand  on  déforme  la  surface  en  conservant  à  la  fonction 
des  forces  la  même  expression  en  fonction  des  coordonnées  curvi- 
lignes d'un  point  sur  la  surface. 

Ainsi  le  cas  où  p  est  quelconque  ne  donne  rien  d'essentiellement 
nouveau. 

L'analyse  précédente  exclut  le  cas  où  C  =  o.  Examinons  cette 
hypothèse. 


On  a  alors 


a  , 

-,       I  H-  9  ^=  17.' 

r 


Supposons  d'abord  u  =  i ,  on  a 

cp'  :=  G,     :;  =  consl. 

C'est  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  et  où  la  Ibrce  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  un  point  lixe  et  dirigée 
vers  ce  point. 

Si  /x  est  quelconque,  on  a 


z  =  y/ a-  —  I  /•, 

équation  qui  conviejit  à  un  cône  de  révolution,  la  force  étant  une 
attraction  dirigée  vei 
carré  de  la  distance. 


attraction  dirigée  vers  le  sommet  du  cône  et  en  raison  inverse  du 
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III. 

Examinons  maintenant  la  seconde  hypothèse,  celle  pour  laquelle 
on  a 

Gj(^)  = h  B^-  -H  C, 

expression  qu'en  changeant  x  en  x  -\-  oi  on  peut  toujours  ramener 
à  la  forme 

xs[x]  = 1-  B^  +  c. 

'        X 

On  aura  ici 

(i8)  -  =  -  +  B:r-4-C, 

^      '  y'       X 

et,  pour  n'avoir  pas  à  tirer  x  de  cette  équation,  nous  conserverons  x 
comme  variable  indépendante.  Nous  trouverons  ainsi 

Il  faudra  ellbctuer  la  quadrature  qui  donne  z^  puis  éliminer  x  entre 
l'équation  obtenue  et  l'équation  (i8).  Pour  avoir  la  fonction  des 
forces,  on  exprimerai;  en  fonction  de/'  en  résolvant  l'équation  (i8). 
Les  résultats  sont,  on  le  voit,  assez  compliqués. 

Traitons  d'abord  le  cas  où  B  ==  o,  et  prenons  aa  =:  i .  Nous  sa- 
vons que  toute  autre  hypothèse  sur  //  nous  conduirait  à  des  surfaces 
applicables  sur  celle  que  nous  allons  trouver.  Nous  pouvons  donc 
nous  borner  à  considérer  cette  valeur  particulière  de  p.. 

On  a  alors 

v/A  ,  -r 

S/C  VA  -^-  C^  A  -^  L^ 

et,  par  conséquent, 

Ainsi  la  surface  correspondant  à  ce  cas  est  encore  une  sphère.  La 
fonction  des  forces  x  peut  s'écrire 

A  /  = 

•^  =  7T  —  ; 

C  z' 
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sous  cotte  forme,  elle  donne  naissance  aux  deux  composantes 
k  or  A  o.r^ 

On  voit  que  la  force  est  encore  dirigée  suivant  la  tangente  au  méri- 
dien. Quant  à  sa  grandeur,  elle  est 


V/K' 


9.  A     r       9,  A   sin0 


Cv/G 


2'  C     COS^ 


Q  désignant  la  distance  au  pôle,  du  point  considéré. 

On  trouve,  en  eiîet,  dans  cette  hypothèse,  comme  trajectoire,  une 
conique  sphérique  ayant  le  pôle  pour  centre. 

Si  B  et  C  sont  nuls  en  même  temps,  on  a 

(iz  \'_(4/jt'  —  i) 


^dx  )  /\Ax 

et,  en  prenant  2fx=  i, 

dz 

—  =  o,     2=:consl.  ; 

on  obtient  ainsi  un  plan.  La  fonction  des  forces  est  alors 

X  =:  Ar^  : 

c'est  le  cas  où  il  y  a  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance. 

Si  pt.  était  quelconque,  on  obtiendrait  un  cône  de  révolution,  et 
la  force  serait  une  attraction  émanant  du  sommet  et  proportionnelle 
à  la  distance. 

Les  autres  suppositions  sur  A,  B,  C  conduisent  à  des  résultats 
compliqués  5  je  ne  les  examinerai  pas. 

IV. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  pris  d'abord  le  rayon  /•  du  pa- 
rallèle comme  une  variable  arbitraire.  Mais  il  n'arrive  pas  toujours 
que,  sur  une  surface  de  révolution,  cette  variable  puisse  pnnidre 
toutes  les  valeurs  possibles.  Par  exemple,  dans  la  sphère,  le  rayon 
du  parallèle  doit  être  inférieur  à  celui  delà  sphère^  par  conséquent, 
si  la  trajectoire  du  mobile  est  située  dans  les  deux  hémisphères. 
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/•  pourra  croître  d  une  limite  inférieure  a  à  R,  puis  décroître  de  11 
à  une  autre  limite.  Or  les  intégrations  que  nous  avons  faites  pour 
obtenir  O  supposent  que  /■  soit  réellement  in  dépendante  et  ne 
s'appliquent  pas  à  cette  hypothèse.  La  méthode  que  nous  avons 
suivie  est  donc  sujette  à  une  objection  qu'il  e.^t  d'ailleurs  facile  de 
lever. 

En  effet,  si  la  courbe  est  fermée,  comme  nous  le  supposons,  on 
pourra  toujours  déterminer  les  constantes  C  et  h  qui  figurent  dans 

l'équation  (i),  de  telle  manière  que  -j~  s'annule  pour  deux  valeurs ût 

et  h  aussi  rapprochées  qu'on  le  voudra  et  que  la  courbe  soit,  par 
conséquent,  compj'ise  entre  deux  parallèles  ne  comprenant  pas  un 
é(/uateur  ou  parallèle  de  rajon  maximum  ;  alors  notre  méthode 
deviendra  applicable  et  nous  voyons  qu'elle  nous  donne  bien  toutes 
les  surfaces  et  toutes  les  lois  de  la  force  pour  lesquelles  la  trajec- 
toire sera  toujours  fermée.  Mais  nous  allons  voir  que  cet  examen 
des  parallèles  de  rayon  maximum  joue  un  rôle  prépondérant  dans 
la  discussion  de  ce  cas  particulier  de  notre  problème  que  nous  avons 
réservé,  celui  où  l'on  cherche  les  surfaces  de  révolution  dont  toutes 
les  lignes  géodésiques  sont  fermées. 

En  effet,  considérons  une  surface  de  révolution  et  une  ligne  géo- 
désique  quelconque  tracée  sur  cette  surface.  Si  i  désigne  l'angle 
que  fait  la  ligne  géodésique  en  un  point  quelconque  avec  le  paral- 
lèle qui  passe  en  ce  point,  l'équation  différentielle  de  la  ligne  géo- 
désique sera 

/'COSi=rt. 

Partons  du  parallèle  de  rayon  a.  La  ligne  géodésique  lui  est  tan- 
gente et  elle  se  dirige  du  côté  où  le  rayon  du  parallèle  augmente. 
Si  ce  rayon  croit  toujours,  la  ligne  géodésique  s'éloignera  indéfini- 
ment en  coupant  les  parallèles  sous  un  angle  qui  s'approchera  de 
plus  en  plus  d'être  droit.  S'il  n'y  a  pas  de  parallèle  de  rayon  égal 
à  «,  on  partira  d'un  parallèle  quelconque  et  l'on  obtiendra  les 
mêmes  conclusions. 

Supposons,  au  contraire,  qu'il  y  ait  un  parallèle  de  rayon  maxi- 
mum que  j'appellerai  un  équateur  de  rayon  R.  Si  je  prends  a  un 
peu  inférieur  à  R,  il  y  aura  deux  parallèles  de  rayon  a  voisins  l'un 
de  l'autre,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'équateur,  et  une 
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ligne  géodésique  définie  par  l'équation 

rcosi  =  o, 

compi'ise  entre  ces  deux  parallèles  et  .tout  entière  à  distance  finie. 
Je  vais  clierclier  la  condition  pour  qu'une  telle  ligne  soit  toujours 
fermée. 

Reprenons  l'équation  différentielle  (i)  où  nous  supposerons  nulle 
la  fonction  des  forces 


20 


Vdoy 


=  li 


<Jr    , 


et  qui  conviendra  alors  à  une  ligne  géodésique^  -y-  s'annulant  pour 
i==  a,  on  aura 

a' 
et  l'équation  de  la  surface  sera,  nous  l'avons  vu, 


=  0   r  . 


On  déduit  de  l'équation  (20] 


!■ 


\/i  -+-  o"dr 


V 


h-- 


et  si  nous  désignons  par  o),  l'angle  dont  le  plan  méridien' passant 
parle  point  décrivant  aura  tourné  quand  on  arrivera  sur  l'équateur, 
on  aura 


'■} 


r      \/i  -f-  9  '  dr 


•  ^(1 


Le  point,  après  avoir  décrit  cette  portion  de  la  ligne  géodésique 
que  nous  supposerons  placée  dans  la  région  inférieure  à  l'équateur, 
passera  dans  la  région  opposée,  et  si 

(23)  ^=^[r) 

est  l'équation  de  relie  nouvelle  région  de  la  surface,  l'angle  w,  dont 
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le  plan  méiidieii  aura  loiiint;  quand  le  point  dr'crivant  arrivera  au 
parallèle  supérieur  de  rayon  a  sera  donné  par  la  formule 


>4: 


L'angle  total  dont  h;  plau  méridien  aura  tourné  quand  on  passei-a 
du  parallèle  inférieur  de  rayon  a  au  parallèle  supéricuir  de  même 
rayon  sera  donc 

/R 

et,  pour  que  la  ligue  géodésique  soit  fermée,  il  faudra  que  l'on  ait 

y.  étant  un  nombre  commensurable  constant.  Ainsi  l'intégrale  O 
doit  être  constante. 

Il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  reconnaître  que  cette  inté- 
grale est,  aux  notations  près,  celle  qu'on  rencontre  dans  la  reclierclie 
des  courbes  tautoclirones  pour  un  point  matériel  pesant  et  l'on  est 
ainsi  conduit  à  la  solution  du  problème  donnée  par  la  formule 

(26)  sjV^^+s/T^^'Y'=    ^^^ 


On  voit  que  l'on  pourra  clioisir  arbitrairement  l'une  des  fonctions  c& 
ou  t|j;  l'autre  sera  déterminée  par  une  quadrature. 

Traitons  le  cas  où  la  surface  est  symétrique  par  rapport  à  l'équa- 
teur.  On  aura  alors 

9"=^'-', 

et  l'équation  précédente  deviendra 

Etudions  d'abord  le  cas  où  l'on  a 

2^  =  1, 


ou  trouve  alors 


et,  en  inteirrant, 
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rdr 

V/K^-/ 

-.t 

'  +  /'=  = 

R^ 

do  = =  dz 


C'est  l'équation  de  la  splière. 

On  peut  rattacher  à  cette  solution  celles  pour  lesquelles  ii.  est  un 
nombre  conimensurable  quelconque. 

En  eflet,  il  résulte  de  la  formule  (26)  que  la  distance  de  deux 
points  infiniment  voisins  sur  la  surface  est  donnée  par  la  formule 

Si  l'on  i^emplace  w  par  2pj/,  on  a 

ds^=/ip^(^^--^^-^r^dGy'^y 

et  l'on  voit  que  la  surface  est  applicable  sur  une  splière  de  rayon 

On  peut  même  donner  les  formules  qui  établissent  la  correspon- 
dance entre  les  points  des  deux  surfaces.  En  posant 

(28)  2|7.r=r',     2|UlR  =  R', 

l'équation  précédente  devient 

Wdr" 
ds'=       _    ,-  +  r''do^'\ 

et  elle  convient  à  une  splière  de  rayon  R'pour  laquelle  /',  w'  seraient 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  quelconque. 

On  a,  entre  les  coordonnées  des  points  correspondants  des  deux 
surfaces,  les  relations 

2[j.r=r', 

&)  =  2^w', 


fi  étant  commcnsurable;  posons  2^  =  -1  on  aura 


fJOi  =  pot'. 
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On  voit  donc  que,  pour  ('lal)lir  d'uno  manière  complète  la  corres- 
pondance entn;  les  deux  surfaces,  il  faudra  considérer  la  sphère 
comme  (;oinposée  de  </  feuilK;ls  superposés  et  la  surface  comme 
composée  de  même  de />  feuillets. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  seules  surfaces  de  révolution  ayant  leurs  lignes  géodcsiques 
fermées  et  admettant  un  de  leurs  parallèles  pour  plan  de  symé- 
trie sont  la  sphère  et  les  surfaces  applicables  sur  une  sphère,  de 
telle  manière  que  le  rapport  de  leur  aire  à  celle  de  la  sphère  de 
même  courbure  soit  un  noud)re  commensurable . 

On  sait  que,  parmi  les  surfaces  de  révolution  applicables  sur  la 
sphère,  les  unes  ne  rencontrent  pas  leur  axe,  les  autres  ont  un 
point  saillant  sur  cet  axe.  Pour  les  premières,  il  y  aura  des  lignes 
géodésiques  non  fermées,  toutes  celles  qui  couperont  sous  un  angle 
fini  le  parallèle  minimum;  pour  les  autres,  toutes  les  lignes  géodé- 
siques seront  fermées. 


Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants  des  formes 
binaires;  par  M.  Lindemann. 

[Séance  du  7  lévrier  1877.) 

Les  formules  qui  servent  à  la  représentation  typique  des  formes 
binaires  d'ordre  pair  par  trois  covariants  quadratiques  sont  sus- 
ceptibles d'une  interprétation  géométrique,  peut-être  assez  remar- 
quable pour  être  expliquée  en  peu  de  mots. 

Nous  désignerons  par  ^1,  ^2  des  variables  binaires,  par  Xj,  jr^, 
0:3  des  coordonnées  ternaires  ponctuelles.  Alors  les  coordonnées 
des  points  d'une  conique  se  représentent  comme  des  fonctions  ra- 
tionnelles du  paramètre  Ei'.lz  sous  la  forme 


iî 


(  K  .r,  =  :ï:^  ma  h  h  ^  w|==  m'^ 


V. 


—  Ui  — 

à  moîns  que  l'invariant  simultané  des  trois  formes  quadratiques 

/•"il  n'ij       /fjj 

D  =  —  {Id]{lni]{mIt)=     In  In      l» 

m,,  m,,     Wj 

ne  s'évanouisse.  En  éliminant  les  quantités  ^,  ^i ,  ^2  des  équations  (  i  ), 
on  obtient  l'équation  de  la  conique  (*) 


Axx^  I  ~)~-'»XX^  j  ~r"  Aitaiî^  j  ~l~  2  iixT."^!  "^3  ~t~  2  A  ,1.^.^2 -^3  ~f"  J\nj^û!^iû!^\ 


^^pi^p':^p7 


=  0, 


en  posant,  pour  abréger, 


A„  =  (x-/  )%         Au  =  (>.X'  )\  A,,  =  (py  )% 

A,,=  (>.//)%  A,,=  (px)S  A,,  =  (yJ)% 

Xj'  =  [Im]  Il  nti,     1^  =  (m/i )  m^  h\,     y-l  =1  [kl]  h^ /j. 

Pour  l'invariant  simultané  des  formes  Xj,  ^|,  pç,  dont  nous  au- 
rons besoin  plus  tard,  on  trouve  la  valeur  \^voir  Clebsch,  loc.  cit., 
formule  (19),  p.  207] 

(3)  -[yl][li>.)[u:)='-\y\ 

L'équation  (2)  s'écrit  aussi  sous  la  forme 

kkk     A-ki     A/m     X, 
Art     A//     A/„,     Xi 

•'•mi       Ami       A  mm       -^3 
Xi  X2  X^  O 


car  on  a 

15]     A.. 


-  (  Aa  A//  —  Ali],     Axa  =  -  (  A;!m  Au  —  A/,„  Aa*), 


Cela  posé,  la  représentation  d'une  forme  binaire  quadratique  a^ 
est  donnée  par  la  formule 

(6)  Bal  =  [ay^yf'l  +  («?0'^5  -^  {(^F-Y'»!  î 

par  conséquent,   la    représentation   d'une   forme   d'ordre   a/z  est 


(')  f'oir  Cledscii  :   Théorie  der  hinuren  tilgehraischen  Fonneii,\>.  2o5  vX  l\\h. 


—  113  — 

!)''«:"=      [{ay'yk'C    -h[al'yi{' 


X. 


Dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  nous  effectuons  la  sub- 
stitution (i).  Egalé  à  zéro,  ce  membre  nous  donne  alors  l'équa- 
tion d'une  courbe  de  l'ordre  ti  qui  passe  par  les  2.71  points  de  la 
conique  fondamentale  F  =  o,  correspondant,  en  vertu  des  équa- 
tions (i),  aux  2  71  racines  de  l'équation  a^"  =  o.  Nous  allons  faire 
connaître  les  relations  particulières  par  lesquelles  cette  courbe  est 
attachée  à  ces  2?i  points  et  à  la  conique  F  =  o. 

A  cet  effet,  nous  posons 

a^  =  (3^...=  [{ayjyx,  -f- («X')'^,  -4- (ay/) JC.,] 
■X[[ayfYx,  -^{aryx,  -h  [nij/'Ya:,] 
X 


(7 


de  sorte  que  (x"=o  est  l'équation  de  ladite  courbe  et  que  l'on  a  la 
formule  symbolique 

(8)  ax=  [ay.Yx^-h  [aiyxj-h  [aixYxi. 

Formons  maintenant  l'expression 

:  pp' ixYoc'l~-, 

covariant  simultané  de  la  »u)urbe  a"  =  o  et  de  la  conique 
F^pl.  =  o.  Le  contrevariant  [pp'iiy  de  F  est  donné  par  l'ex- 
pression 


--Ir/'^)' 


A,,  A,-,  A,.,  «, 

A,,  Au  A).^  //, 

iV.«  \.,>.  A., a  ih 

II,  H,  «1  o 


on  trouve  donc  le  covariant  dont  il  s'agit,  en  posant,  dans  la  der- 
nière colonne  verticale  de  ce  déterminant, 


l'i 


a,  z=  [a  A 


1(3  =  «3  =  1(1  u'  ' 


S. 


—  H6  - 
et  dans  la  dernière  ligne  horizontale, 

w,  =  a.  =  (ay.")S     u,  =  a,  =  [al"Y,     u,  =  oc3  =  {afj."]', 
et  en  multipliant  le  déterminant  ainsi  transformé  par 

cc'^^  =      [{ayf'Yx,  -h  {al"'Yx,  +  {aiJ.'"Yx,] 


X 


X  j[a)i("']'^,-i-[aX(")]=;C:-i-  [a/z('*)]'x3J. 

Alors  on  obtient  une  expression  dont  nous  envisageons  le  facteur 
symbolique 


A, 

A, 
A. 


A.-. 
Av. 
Aj,i 


A,,         [a-/ Y 
Ay,        [al'Y 

K^        [ai^'Y 


'avJ'Y     [al"Y     {a^."'Y         o 

De  l'équation  (6)  découlent  les  formules  suivantes  : 

D(aît)'  =  A^(a/r)'4- A,-,  («/)'+ A,.,  («m)', 
D[arY  =  Xu[ali'Y-hAn[alY-+-M;j.{amY, 
D{ap.)'^=  A^x(«/''j'-^  A^x(a/)'+ A^^(am)'. 

On  peut  donc  remplacer  les  termes  («x')*,  (aV)*,  n^i'Y^  o,  qui  for- 
ment la  dernière  colonne  du  déterminant  considéré,  respective- 
ment par 

o,  o,  o,  -[{«■/' )2( a/.-)' +  («>/')'(«/)' H-  [au."Y{amY'\. 

La  dernière  somme  devient,  au  signe  près,  égale  au  second  membre 
de  l'équation  (6)  quand  on  y  pose  |i  =«2,  ^2  =  —  ^i?  el^c  est 
donc  égale  à  D(«a)^,  et  par  conséquent  identiquement  nulle.  11  en 
résulte  que  le  déterminant  envisagé  s'évanouit  aussi  identiquement; 
par  suite,  le  covariant  cherché  est  nul  pour  tous  les  points  .r  de 
la  conique  F  =  o  j  et,  puisqu'il  ne  contient  pas  le  facteur  F,  il 
doit  être  nul  pour  tous  les  points  du  plan,  de  sorte  que 

(9)  [pp'ccYa"r'~o. 

Cette  relation  exprime  (jue  la  coni(|ue  F  =  o  est  harmonique- 
ment  inscrite  à  toutes  les  coniques  polaires  de  la  courbe  ût"  =  o, 

c'est-à-dire  (ju'il  v  a  une  iiilinilé  de  Lriaiigles  conjugués  par  rap- 


I 
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port  à  la  conique  F  =  o,  qui  sont  inscrits  à  la  conique  polaire  du 
point  X,  relative  à  la  courbe  a"  =  o.  Par  cotte  propriété  de  ses 
coniques  polaires,  la  courbe  a"=  o  est  parlaitement  fixée.  En  eilet, 

l'équation  (9)  nous  représente  -Tii^ii  —  i)  conditions  différentes  de 
la  forme 


10 


[pp'(x.Ya\a%cf'^  =  o, 


ou 


r-i-  s  -h  t  =:  n  —  2; 


et,  en  y  ajoutant  les  2«  conditions  qui  expriment  que  la  courbe 
oi."=o  passe  par  les  an  points  de    la    conique,    représentés  par 

l'équation  rt?"=o,   on   obtient  justement  -;^(7^^-3)  conditions 

linéaires  pour  ladite  courbe. 

Entre  chaque  système  de  six  des  équations  (10),  on  peut  éliminer 
les  six  quantités  {pp')i{pp')i<->  coefficients  de  l'équation  tangen- 
tielle  [pp'uY  =  o  de  la  conique  F  =  o.  C'est  ainsi  que  l'on  trouve 
un  grand  nombre  de  relations  invariantes  auxquelles  la  courbe 
«"  =  o  doit  satisfaire.  Pour  les  écrire  sous  une  forme  convenable, 
nous  effectuons  cette  élimination  d'abord  pour  le  cas  n=.  ^.  Dans 
ce  cas,  on  n'arrive  qu'à  une  condition,  à  savoir 


«ini 

«1123 

«1133 

«1123 

«1131 

«11.2 

«2211 

«2222 

«2J33 

«2  223 

«2J31 

«2212 

«î^aaii 

«3322 

«3333 

«3323 

«3331 

«33  U 

«2311 

«2322 

«2333 

«2323 

«2331 

«23 12 

«3111 

«3122 

«3133 

«3173 

«3131 

«3112 

«un 

«1222 

«IJ33 

«1223 

«1231 

«1212 

SI 


CCx  *~^.^^m^*m4  CCrsiu  ^ t  ^s^ t  ^u' 


La  courbe  du  quatrième  ordre  satisfaisant  à  la  question  est  donc 
cette  courbe  particulière  qui  a  été  étudiée  par  MM.  Clebsch  et  Lue- 
roth  fM. 


Cj  yoir  le  Journal  de  Crcllcy  t.  5'J,  et  Mathcmatische  AiinaUn,  t.  1. 
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En  appliquant  la  notation  symbolique,  on  peut  éerire  la  condi- 
tion trouvée  sous  la  forme  (  '  ) 

(,i)         [(ayâ)(aeO([3ye)(paO-(ay£)(aaÇ)((3yô)((3£Ç)]'=o, 


SI 


ai  =  (3^  =  7i  =  ô{.=  £i  =  ^:^ 
Multiplions  le  premier  membre  par  les  facteurs  symboliques 


'fô-'y: 


-4^H  — 4-n  — iyn  — 4 


yn-l, 


Si  nous  supposons  alors  que  l'équation  (i  i)  ait  lieu,  quel  que  soit 
le  point  X,  elle  exprime  la  condition  pour  que  toutes  les  coniques 
polaires  par  rapport  aux  polaires  du  quatrième  ordre  de  la  courbe 
a"  :=  o,  c'est-à-dire  pour  que  toutes  les  coniques 


>2) 


'ayoc^  =  o, 


où  Zi  sont  les  variables  ponctuelles,  soient  liarmoniquement  in-1 
scrites  à  la  conique  F  =  o.  Cela  a  donc  lieu,  en  particulier,  pourj 
X  =Ji  c'est-à-dire  pour  toutes  les  coniques  polaires  de  la  courbe! 
a^=  o. 

Réciproquement,  si  toutes  les  coniques  a.l~^ai  =■  o  jouissent  dej 
cette  propriété,  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  coniques  représen- 
tées par  l'équation  (12).  En  elfet,  on  a,  d'après  l'équation  (8), 

a"-^al=      [[ay!Yz,    -h{al'yz,    +[aix'Yz,] 


i3] 


X[{a//)'2.    -+-(ar)'; 


>] 


La  courbe  d'ordre  71  —  2  représentée  par  l'équation  «"~V.!=o,l 
deuxième  polaire  du  point  z  par  rapport  à  la  courbe  a^.  =  0,  est 
donc  évidemment  attachée  à  la  forme  binaire  <7|"~*  r/*,  de  la  même 
manière  que  la  courbe  a^  =  o  à  la  forme  af'-^  par  suite,  toutes  les 
coniques  polaires  de  cette  courbe  d'ordre  n  —  2  jouissent  dei 
mêmes  propriétés  à  l'égard  de  la  conique  F  =  o  que  les  coniques 
polaires  de  la  courbe  a"  =  o;  ce  qui  était  à  démontrer. 


^ 


(')  Voir  Clebscii  ;  Journal  de  C relie,  t.  59. 
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Plus  généralement,  x  et  '  étant  des  points  de  la  conique  fonda- 
mentale, on  peut,  en  vertu  de  l'équation  (8),  exprimer  chaque  po- 
laire a;~'aC  par  une  polaire  binaire  al"-^'n^{  et  aussi  cliaque  polaire 
a^a^y.  .  .ai  par  «f  a^^' . .  .al'.  On  a  donc,  en  récapitulant  ce  qui  pré- 
cède, le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  représente  les  zéros  d'une  forme  binaire  flf  d'ordre  in 
par  o.n  points  d'une  conique  F  =  o,  on  peut  mener  par  ces  points 
une  certaine  courbe  d'ordre  n 

n an .,n ^n .» yn  

a^.  ^  p.r  ^  y.c  ^  0^  =  Ex  =  Çx  =  O, 

dont  toutes  les  coniques  polaires  sont  harmoniquement  inscrites  à 
la  conique  F  =  o.  Elle  jouit  de  cette  propriété  particulière  que 
son  coi'ariant 

s'évanouit  identiquement ,  et  elle  est  attachée  à  la  forme  bi- 
naire al"  par  cette  relation  que  la  {ipy"""  polaire  binaire  d'un 
point  de  la  conique  F  =  o  par  rapport  à  la  forme  a}"  se  trouve 
détermijiée  par  les  intersections  de  cette  conique  avec  la  p''"""  po- 
laire du  même  point  par  rapport  à  la  courbe  «2=  o. 

Évidemment,  à  chaque  invariant  ou  covariant  de  la  forme  bi- 
naire a\"  correspond,  en  vertu  de  ces  relations,  un  invariant  ou 
covariant  simultané  de  la  conique  F  =  o  et  de  la  courbe  «"  =  o. 
Nous  allons  en  donner  quelques  exemples,  en  développant  les  for- 
mules principales  qui  peuvent  servir  pour  exprimer  les  facteurs 
symboliques  de  ces  invariants  et  covariants  binaires  et  ternaires, 
les  uns  par  les  autres. 

En  appliquant  la  formule  (3),  on  trouve  d'abord  pour  le  facteur 
symbolique  (aj3y)  le  résultat  (^) 


(«(3y) 
>4)  \ 


'ay.Y      [aiy       (flfx)' 
[byJY     [bl'Y      [bij.'] 

[c-/'Y   [crY    [eu.") 

—  i{xl)[lu][{Ji^){ab)[bc][ca] 
=  —  l)Hab]{bc]{ca]. 


(')  f'oir  Clebscu,  loc.  cit.,  p.  20.'(. 
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On  en  déduit  que  les  zéros  du  covariant 

[aby{bcY{cayar-'bl"-'cl"-' 

sont  les  points  d^ intersection  de  la  conique  F  =  o  aî>ec  la  courbe 
hessienne 

de  la  courbe  a"=o.  Posons  en  particulier  zi  =  3  ;  alors  on  sait 
qu'il  y  a  dans  le  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre 

quatre  courbes  qui  se  décomposent  chacune  en  trois  droites.  Il  y 
a  donc  dans  le  faisceau  de  formes  binaires 

hf  -h  IJ  =  Irai  -hl{abY{bcY{ caYal  bl  c^ 

quatre  formes  dont  les  zéros  se  troussent  déterminés  par  une  équa- 
tion du  troisième  degré  et  par  trois  équations  du  second  degré', 
et  ces  quatre  formes  sont  données  par  les  racines  de  cette  même 
équation,  dont  dépend  la  détermination  des  points  d'inflexion  de  la 
courbe  a^  =  o.  De  même,  on  vérifie  les  énoncés  suivants,  qui  ne 
reposent  que  sur  la  relation  (i4)  et  sur  les  résultats  connus  de  la 
théorie  des  cubiques  ternaires. 

Pour  chacune  de  ces  quatre  formes  du  faisceau,  le  covariant  j 
est  proportionnel  à  la  forme  fondamentale.  Dans  le  faisceau  il  y  a 
trois  formes  qui  sont  les  formes  fondamentales  d'une  forme  quel- 
conque du  même  faisceau,  cette  dernière  considérée  comme  leur 
covarianty.  Il  y  en  a  quatre  dont  les  covariants  j  ont  une  réduite 
du  troisième  degré;  elles  satisfont  à  la  condition 

[[abY[bcY[caY[ndY[bdY[cdy]u  =  o, 

correspondant  à  la  condition  ternaire  8,;^  =  o.  11  y  en  a  six  pour  les- 
(|uelles  les  covariants  j  de  ses  covariants  y  se  confondent  avec  les 
lormes  fondamentales;  elles  sont  données  par  l'équation 

[^abY[bcY[caY[deY[efY[fdY[ad)[bd)[ae][ce)[bf)[cf)]ur=o, 

correspondant  à  la  condition  ternaire  1\),  =  o. 

Pour  n  =  J.  on  obtient  le  résultat  (jue  la  coiiicjj^ie  a'  =  o,  allacliée 
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à  uuo  Ibrmc  Liquadrali(juc  al  dont  l'invarianl 

j.--{aby{bcY[caY 

s'évanouit,  se  décompose  eu  deux  droites  ^  il  en  résulte  que  toutes 
les  deuxièmes  polaires  de  celte  forme  font  partie  de  la  même  invo- 
lution. 

Quant  aux  facteurs  symboliques 

on  a,  en  vertu  de  (i),  {2)  et  (8), 

K{cc^p]p.=      [[alYibi^Y  -  {aiJ.y{hiy][KM  -^  \,J-?  -h  K..,mi] 

4-  [{ay,y{biy  -  [aiy{by.y]  [A,Jt  +  A,>/f  -f- A,,mn; 

et  en  appliquant  les  formules  (12),  p.  /\i6  (où  il  faut  poser  aA,^  au 
lieu  de  B^;,  etc.),  et,  en  outre,  la  formule  (4),   p-    204  du  livre  de 


Clebscli,  on  trouve 


.5)  t^{^^p)pr=i) 


{ay.y      [aiy      [ai^.] 

[byjy     {bl'Y     {byJ 

yp  ^^         /.p 


2D'(a/>)a;6r. 


Il  en  résulte  que  le  covariant  simultané  [ah)a-^bi  des  deux 
formes  quadratiques  rtj ,  hl  est  représenté  par  la  polaire  du  point 
d'intersection  des  deux  droites  qui  représentent  les  deux  formes  a|, 
5|,  par  rapport  à  la  conique  F  =  o,  ce  qu'iljest  aisé  de  vérifier  par 
un  raisonnement  géométrique.  Plus  généralement,  on  a  ce  résultat 
que  le  déterminant  de  deux  formes  binaires  d'ordre  pair  est  repré- 
senté par  les  intersections  de  la  conique  F  =  o  avec  la  courbe  ja- 
cobienne  de  cette  conique  et  des  deux  courbes  qui  sont  attachées 
aux  deux  formes  binaires  proposées. 

En  prenant  le  carré  des  deux  membres  de  l'équation  (i5),  et  en 
y  ajoutant  les  facteurs  symboliques  a"r^,  (3"~^,  on  obtient,  pour  la 
liessienne  de  la  forme  binaire  «f,  la  relation 

(i6)      4D"'+'(«^>)'fl|"-^6|«-2  ^  Ç2„-:  (^3^)  (j,3^/  ) Pxp\oL"--  (3;-  * 
Pour  Ji  =  2j  on  a,  en  particulier,  le  résultat 

4l)'v<//l«;  bl  =  'Ç'iK^p''  i^^p'  iP^p',.- 
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Sur  la  conique  F  =  o,  les  zéros  de  la  forme  hessienne  d'une  forme 
biquadratique  a^  sont  donc  déterminés  par  le  lieu  des  points  dont 
les  polaires  par  rapport  à  F  =  o  touchent  la  conique  a'  =  o,  atta- 
cliée  à  la  forme  a^,  c'est-à-dire  les  zéros  de  la  hessienne  de  la 
forme  a^  sont  les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  com- 
munes aux  coniques  F  =  o  et  a^  =  o. 
D'un  autre  côté,  des  relations 

D«|=(ax)'/.j  +(rtX)'/|  -4-(rtfx)îw|, 
Dbl  =  [bYjyitf-h  {bl'Y![^+  {ftlJ-'Ym\\ 

découle  la  formule 

D^[aby={ay,Y{byJYAkf,+  [alY{bVYAii-h{ay.Y{bij:YAn,n, 

H-  2  (ax)'  [b  lY  Aki  ■+-  2  {alY  (* l^Y  A/„.  +  2 {a[j.Y  [b y.)'  A„,t. 


Or  on  a 


L'Ah  =  2(AuA,.i.  —  A-; 


et  par  conséquent 


(17)     J)'[abY  =  —2 


A.. 

A.. 

A., 

[ay.] 

Au 

Au 

A,, 

[al] 

A^x 

A, A 

K^ 

[a  y. 

by.'Y 

[bi'Y 

[b^'Y 

0 

=  (pp'a){pp'^). 


31  «  =  I,  on  peut  poser  a,-  =  |3.  dans  le  second  membre,  car  alors 
les  quantités  a.,  (3,-  n'ont  plus  une  signification  symbolique  ;  en 
effet,  le  discriminant  («£)*  doit  être  nul  quand  la  droite  aj=:o, 
correspondant  à  la  forme  a^',  touche  la  conique  pi  =  o,  ce  qui  ar- 
rive si  [pp'ai-Y  =  o. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  a"~*|3"~*,  on  obtient  une 
nouvelle  représentation  de  la  forme  hessienne,  savoir  : 


>8) 


D^-^^  (rt6)V4"-2 />?"-*  =  Ç'"-»(/7/>'a)  [pp'^)otr~'^l-^. 


A  l'aide  de  l'équation  p].  =  o,  on  peut  déduire  cette  môme  formule 
de  l'équation  (16),  car  on  a  l'identilé  connue 


,>9; 


^  j  ^{^.?>p]{c^^P') r.i>.=- {c^pp'Y^.- {^pp'Y^l+  {^Wp'J 

+  (oc^p'Ypl-\-2{ccpi/]ifjpp')cc,^,, 


—  \^2[)  - 

dans  laquelle  les  Jeux  premiers  termes  du  second  mendjrc;  s'éva- 
nouissent identiquement  suivant  la  relation  (9).  Les  courLcs,  re- 
présentées par  les  seconds  membres  des  équations  (16)  et  (18),  ont 
donc  en  elïel  les  mêmes  intersections  avec  la  conique  F  =  o. 
Le  carré  de  l'équation  (17)  nous  donne 

B^iabY  =  [pp'a]  [pp'^]  [p"p"'a)  (/.y  (3). 

Transformons  le  deuxième  membre  par  l'identité  (19);  en  y  posant 
Xi  =  [p" p"')ii  nous  obtenons 

D«  [aby  =  [oc^p]  [a^p')  [pfp'"]  {p'p"p"']  -  (a(3;>)'  [p'p"p"J 
=  V-{^^pY[p'p"p"']\ 

En  conséquence  de  la  permutabilité   des  lettres  //,  p" ^  on  peut 
remplacer  le  terme  P  du  second  membre  par  cette  expression 


p  =  -  {^mpp'Y)  li^^p'  )  ipp'Y)  -  i^-^p")  irp'p'")'] 

-Ja^pY[p'p"p"'Y-  {  (a(3p)  («8/)  [pp"p"'][p'p"p" 

{a^pYip'p"p"'Y-'-P- 


Or  on  a,  en  vertu  de  la  formule  (5),  p.  204  du  livre  de  Clebsch, 

A,,     Aw     A„ 


\PP'P"Y=Ç> 


k\y,  Aa)  AXjJl 


.   A,«     A|a     A,.,. 

et  par  conséquent 

(20)  D^(a6)*  =  — 2(a[3/?)'. 

On  en  déduit,  pour  n  =  2,  le  résultat  connu,  que  le  rapport 
anliarmonique  des  quatre  points  d'intersection  de  deux  coniques 
est  équianharmonique,  quand  les  deux  invariants  simultanés  des 
coniques  s'annulent.  En  y  ajoutant  les  facteurs  symboliques  a"~^, 
[3"~^,  on  trouve  généralement 

D-[abYaf-'bf~'*=z-i-Q'^-'[a^pYa'r-^T'' 
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Envisageons  en  particulier  le  cas  oùn=  3.  Nous  venons  de  voir 
que  la  courbe  du  troisième  ordre,  attachée  à  la  forme  «f,  se  décom- 
pose en  trois  droites,  si  cette  forme  devient  proportionnelle  à  son 
covariant  j.  Alors  toutes  les  coniques  polaires  a^a,  ^o  passent 
par  les  sommets  du  triangle  formé  par  les  trois  droites.  Or,  on  sait 
que  ce  dernier  est  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  chaque  co- 
nique, à  laquelle  les  coniques  a^a,  =  o  sont  harmoniquement  in- 
scrites^ il  l'est  donc  aussi  pour  la  conique  fondamentale  F  =  o.  Par 
conséquent,  on  peut  poser 

CCjr  ÛCi  ^^^  2|  JTjXs  -f-  Z2X3  X ^  — p  Z^X \  Xif 

et  alors  on  trouve 

(a(3/?)=«x(3x  =  C(^l  -\-xl-i-xl], 

C  étant  un  facteur  constant.  Le  covariant  ternaire  (ajS/;)*aj.(3j,  de- 
vient donc  proportionnel  à /^^,  et,  par  suite,  le  covariant  binaire 

s'évanouit  identiquement.  En  effet,  il  est  démontré  par  Clcbsch 
que  la  forme  al  (étant  alors  le  covariant  T  d'une  infinité  de  formes 
biquadratiques)  se  décompose  à  l'aide  d'une  équation  du  troisième 
degré  en  trois  facteurs  quadratiques  pour  le  cas  i  =  o,  M.  Wede- 
kind  (*)  a  prouvé  que  le  covariant 

i^iahyaT-'b'i'-'' 

d'une  forme  a^  ne  peut  s'annuler  identiquement  sans  que  l'équa- 
tion a^  =  o  ait  une  racine  multiple  d'ordre  ni  —  i ,  excepté  dans  le 
cas  où  ?n  =  6^  mentionné  tout  à  l'heure,  et  le  cas  où  m  =  12, 
étudié  plus  profondément  par  M.  Klein  (*).  Donc  le  covariant 

ne  peut  être  proportionnel  à  j>l  que  si  t2  =  3  ou  7î  =  6,  pourvu  que 


(')    Stiuiirn  ini   binàreu   JVertfigebiet  (Ilabllitationxchrifl;  Carlsrulu",  1876,  p.  4^)- 
(')   IJeber  das  lAosardcr  {Mnthrmathche  Aiinalen,  Bd.    10). 
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la  courbe  a"  =o  n'ait  pas  avec  la  conique  F  =  o  un  contact  d'ordre 
n.n  —  1. 

]Nous  nous  bornons  à  iudi(|uor  ici  que  les  tnèincs  raisonnements 
s'appliquent  aussi  à  l'étude  des  formes  binaires  d'ordre  impair, 
lorsqu'on  considère  le  faisceau  des  premières  polaires  au  lieu  de  la 
forme  elle-même,  ces  polaires  étant  des  formes  d'ordre  pair.  De 
même  on  peut  établir  des  méthodes  pour  construire  les  polaires 
d'ordre  impair,  quand  on  a  trouvé  les  polaires  d'ordre  pair  suivant 
les  développements  précédents.  Nous  allons  en  donner  un  exemple 
pour  le  cas  n  =  2.  Nous  connaissons  la  seconde  polaire  o\n\  de  >7 
par  rapport  à  a\\  elle  est  représentée  par  la  polaire  du  point  j^, 
correspondant  au  paramètre  yî,  par  rapport  à  la  conique  a*  =  o. 
Pour  la  forme  hessienne  de  cette  polaire 

(21)  [abY  aibxa^h^, 

nous  avons,  d'après  l'équation  (i5), 

elle  est  doue  représentée  par  la  polaire  du  point  j}^  par  rapport  k  la 
conique 

lieu  des  points  x  dont  les  polaires  par  rapport  à  F  =  o  touchent  la 
conique  a^.  =  0.  Les  tangentes  de  F  =  o  en  les  deux  zéros,  |^^^  et^''^ 
de  la  forme  (21)  et  la  droite  qui  représente  la  polaire  ci\a-^  passent 
par  un  même  point,  car  les  polaires  quadratiques  d'une  cubique  bi- 
naire forment  une  involution.  Ces  trois  droites  d'une  part,  et, d'autre 
part,  la  tangente  de  F  r=  o  en  j"  et  les  deux  droites  u^^^  et  w'^^  qui 
joignent  le  point  jj'-  aux  points  ^^*^  et  ^^^Méterminent  deux  faisceaux 
de  droites,  projectifs  l'un  à  l'autre,  dans  lesquels  nous  faisons  cor- 
respondre la  droite  u^^^  à  la  tangente  de  \^^\  et  la  droite  lé-^'^  à  la 
tangente  de  |'""\  Alors  la  conique  formée  par  les  intersections  des 
droites  correspondantes  de  ces  deux  faisceaux  passe  par  le  point  y  \  et 
ses  trois  autres  intersections  n^ec  la  conique  F  =  o  représentent 
la  polaire  a\a^  qui  était  à  chercher;  ce  qu  il  est  aisé  de  prouver. 
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Note  sur  la  théorie  des  dé^^eloppoïdes; 
par  M.  Hatojv  de  la  Goupillièue. 

Séance  du  lo  janvier  i8y7.) 

Je  me  propose  d'appeler  ici  l'attention  sur  une  propriété  fort 
remarquable  et  déjà  connue  des  développoïdes  (  *  ),  qui  peut  s'énon- 
cer de  la  manière  suivante  :  «  Si  l'on  prend  la  développoide  Ci 
d'une  courbe  arbitraire  Csous  un  angle  «i,  puis  la  développoïde  Ci^j 
de  celle-ci  sous  l'angle  aj,  ou  si,  au  contraire,  on  construit  d'abord 
la  développoïde  Cg  de  la  proposée  C  pour  l'angle  aj,  et  ensuite  la 
développoïde  Cg,!  de  celle-ci  sous  l'angle  «i,  quelque  ditiérentes 
que  soient  entre  elles  les  lignes  intermédiaires  Cj  et  Cg,  les  deux 
courbes  Cj  $  et  Cj,!  ainsi  obtenues  finalement  coïncident  entre 
elles.  » 

Ce  tliéorème  n'a  été  établi  jusqu'ici  que  par  l'emploi  des  coor- 
données naturelles,  c'est-à-dire  en  représentant  les  courbes  par 
une  équation  entre  leur  rayon  de  courbure  et  leur  angle  de  contin- 
gence. D'une  part  ces  considérations  se  rattachent  à  une  partie  des 
Mathématiques  plus  élevée  que  la  Géométrie  élémentaire  sur  la- 
quelle est  uniquement  fondée  la  démonstration  que  je  propose  plus 
loin.  Celle-ci  aura  donc  l'avantage  défaire  pénétrer  plus  facilement 
dans  l'enseignement  ordinaire  cette  intéressante  proposition.  Mais 
de  plus  on  doit,  je  pense,  considéx-er  la  démonstration  ordinaire 
comme  tout  à  fait  insuffisante,  ou  du  moins  comme  n'établissant 
qu'une  partie  seulement  de  l'énoncé,  tel  que  je  l'ai  formulé.  En 
clïet,  en  obtenant  pour  les  deux  courbes  C,,,  et  C,,!  la  même  équa- 
tion entre  le  rayon  de  courbure  et  l'angle  de  contingence,  on  prouve 
seulement  qu'elles  sont  superposahles  et  non  qu'elles  sont  super- 
posées, ou  ne  forment  qu'une  seule  et  même  ligne.  C'est  à  la  fois  un 
avantage  des  coordonnées  naturelles  dans  certanies  questions  et  un 
défaut  dans  d'autres  occasions  telles  que  celle-ci  de  fournir  \a.  forme 
sans  avoir  égard  à  la  situation  des  lieux  géométriques.   Et  lors 


(')  Ou  appelle  ainsi   l'i^iiveloppo  dos  droites  qui   font  un  angle  constant  avec  une 
courbe  quelconque  en  chacun  île  ses  points. 
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même  que  dans  un  problème  les  diverses  équations  obtenues 
seraient  par  la  nature  des  choses  rattachées  à  un  même  axe  de  com- 
paraison, il  resterait  encore  vnie  incertitude  complète  sur  la  situa- 
tion, car  une  translation  arbitraire  des  diverses  courbes  de  la  ques- 
tion parallèlement  à  elles-mêmes  et  indépendamment  les  unes  des 
autres  ne  modifierait  en  rien  les  angles  qui  servent  à  caractériser 
leurs  divers  points,  pour  en  déduire  par  leurs  équations  respectives 
leur  courbure  en  ces  points.  11  ne  me  serait  pas  difficile  de  produire 
des  exemples  de  recherches  dans  lesquelles  on  obtient  la  même 
équation  pour  représenter  dans  une  même  question  des  courbes 
parfaitement  distinctes.  Je  pense  donc  que  sous  ce  rapport  l'an- 
cienne démonstration  doit  être  considérée  comme  insufEsante,  et 


qu'un  procédé  géométrique  direct,  outre  l'avantage  de  la  simplicité, 
ajoutera  à  la  portée  de  l'ancien  théorème. 

Supposons  que  M  désigne  le  point  décrivant  de  la  courbe  C  qu'il 
est  inutile  de  tracer,  et  MO  son  rayon  de  courbure  [voirlajîg.]^  par 
suite  Ole  centre  du  cercle  osculateur.  On  sait,  d'après  le  théorème  de 
Réaumur,  que  le  point  où  l'oblique  mobile  touche  sa  développoïde 
s'obtient  en  y  projetant  orthogonalement  le  centre  de  courbure  (*). 
Si  donc  nous  menons  les  deux  obliques  MPj  et  ÎNIPa  faisant  respec- 
tivement avec  la  normale  ÎMO  les  angles  «j  et  ag,  les  points  Pj  et  Pg 


(')  Réaumur  a  établi  cette  propriété  dans  les  mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, 
pour  1709.  M.  Habich  en  a  donné  depuis  une  démonstration  immédiate  en  remarquant 
que  le  mode  de  description  de  la  courbe  C  revient  au  roulement  sur  la  développée 
de  la  normale  qui  l'ait  l'angle  invariable  «  avec  l'oblique  qui  enveloppe  la  déve- 
loppoïde. Le  centre  instantané  de  ce  mouvement  se  trouve  donc  au  centre  de  cour- 
bure, et  sa  projection  sur  la  droite  mobile  fournil  le  point  où  elle  touche  sou  en- 
veloppe. 
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des  développoïdos  Ci  et  Cj  seront  fournis  par  l'intersection  de  ces 
droites  avec  le  cercle  décrit  sur  MO  comme  diamètre.  Or  je  dis 
que,  si  l'on  joint  P1P2,  cette  ligne  sera  à  la  fois  tangente  aux  deux 
développoïdes  du  second  ordre  Ci^j  etC,^!.  En  elfet,  d'une  part,  elle 
passe  par  les  points  décrivants  des  premières  développoïdes,  à  sa- 
voir Pi  de  Cl  et  Pj  de  Cj.  Il  suffit  donc  de  prouver  qu'elle  fait  en  '  m 
Pi  l'angle  aa  avec  la  normale  de  Ci  et  en  Pj  l'angle  a,  avec  la  nor- 
male de  Ca-  Ces  normales  sont  d'ailleurs  PiO  et  PjO,  puisque  les 
tangentes  des  mêmes  courbes  sont  PilM  et  PjM.  Or  on  voit  en 
premier  lieu  que  l'angle  PaPjO  est  inscrit  sur  le  même  arc  OP3 
que  PjMO  ou  a^.  En  second  lieu  on  a  pour  l'angle  BPjO 

BP.O  =  ,8o°-P,P.O  =  ^'^°"-"^''''^«=.''-'- ''■''•»=.  P.MO^.,. 

2  2 

Il  est  donc  établi  que  PiPj  touche  à  la  fois  les  deux  lignes  Cj^j 
et  Ca  !•  Mais  la  série  de  ces  droites  P1P2,  dont  chacune  correspond 
à  un  point  M  de  la  proposée  C,  ne  peut  avoir  qu'une  seule  enve- 
loppe, et,  par  conséquent,  cette  enveloppe  fournit  à  la  fois  les  deux 
développoïdes  du  second  ordre  Cj^a  et  Ca,!,  ainsi  qu'il  fallait  le  dé- 
montrer. 


EXTRAITS   DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  18  AVRIL  1877. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    JORDAN, 

MM.  Liîid eviann  Cl  Pousset,  présentés  dans  la  séance  précédente, 
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M.  Halphen,  Sur  les  ùwariaiits  différentiels. 

M.  Flye-Sainte-Marie,  Sur  le  problème  du  cavalier  au  jeu  de.\ 
échecs,  M.  de  Polignac  présente,  sur  ce  dernier  sujet,  quelques 
observations. 
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SfiANCE   DU  ±  MAI    1877. 

P  R  É  s  1  n  E  N  ('.  V.    I)  !■:     M .     L  K  Al  l)  N  N  I  K  I» . 

\1.  le  comte  Hugo  adresse  une  Aole  Sur  les  poinLs  d  (irrcl  (hins 
1(1.  im''cnni(jii('  des  systèmes  naturels. 

Communicalions  : 

M.  Perrin,  Sur  une  relation  ijui  a  lieu  entre  les  singularités 
réelles  d'une  courbe  al^ébritfue  f/uelconr/ue.  M.  Halphen  ajoute 
(]iielques  remarques  à  ce  sujet. 

M.  Edouard  Lucas,  Sur  deux  formules  fondamentales  de  Gréo- 
métrie  fricirculaire  et  têtrasplié/if/ue. 


SÉANCE  DU  16  MAI  i<S77, 

l'KÉSIDENCK    DE   M.    U ATON    DE    LA   GOUPILLIÈnE. 

Communications  : 

M.  Perrin,  Sur  un  lliéorème  de  Mécanique. 
M.  Halphen,  Sur  une  formule  d^ arithmétique . 
M.  Edouard  Lucas,  Sur  la  loi  de  réciprocité  des  nombres  pre- 
miers. 


SÉANCE  DU  30  iMAI    1877, 

PRÉSIDENCE   DE    M.    LEMONNIER. 

M.  Cremona  est  présenté  par  MM.  Halon  de  la  Goupiilière  el 
Halphen. 

Communicalions  : 

M.  le  comte  Hugo,  Sur  les  Mathématiques  comme  théorie  de  la 
nature  el  sur  la  philosophie  de  la  règle  des  signes. 

M.   rjésiré  André,  Sur  un  problème  d^analyse  combiîialoire. 

M.  Jordan,  Sur  une  méthode  de  M.  Zolotarejf  pour  démontrer 
<pie  les  formes  quadraliciues  poiifives,  d' un  déterminant  donné.^ 
forment  un  nond)re  lindté  de  classes. 

M.  de  Comberousse,  Sur  l'histoire  des  Mathématiques. 

M.  Halphen,  Sur  un  théorème  d'Euler,  relatif  aujc  sommes  des 
di^'iseurs  des  nombres. 

V.  n 
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Datennination ,  par  le  principe  de  correspojidajice,  du  nouibre 
des  points  d 'un  plan  en  lesquels  se  louchent  trois  courbes  appar- 
tenant respeclivemeiit  à  trois  systèmes  donnés;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du    u   février  1877.) 

1 .  Etant  donnés  sur  un  plan  trois  systèmes  de  courbes,  définis 

chacun  par  une  équation  ditlérentielle  du  premier  ordre  algébrique, 

il  existe  un  nombre  limité  de  points  en  lesquels  se  touchent  trois 

courbes  appartenant  respectivement  à  ces  trois  systèmes.  Ce  nombre 

dy 
de  points  est  le  nombre  des  solutions  en   x,    7  ,  -r-  qui  vérifient 

simultanément  les  trois  équations  :  il  s'exprime  assez  simplement, 
comme  on  va  le  voir,  en  fonction  des  caractéristiques  des  trois 
systèmes.  Pour  y  parvenir,  je  m'appuierai  sur  quelques  résultats 
déjà  connus  que  je  vais  rappeler  brièvement. 

2.  Considérons  un  premier  système  défini  par  ses  deux  caracté- 
ristiques, à  savoir  le  nombre  [j.  des  courbes  de  ce  système  qui  passent 
par  un  point  quelconque,  et  le  nombre  v  des  mêmes  courbes  qui 
touchent  une  droite  quelconque. 

1*'  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ces  courbes 
issues  d'un  point  O  rpiclconque  est  une  courbe  de  degré  [x  -\-  v, 
ayant  un  point  multiple  d'ordre  [j.  en  O. 

a*'  L' enveloppe  des  tangentes  à  ces  mêmes  courbes,  en  leurs 
points  de  rencontre  avec  une  droite  J)  (juelconque,  est  une  courbe 
de  la  classe  ^x-i-v^  admettant  Y)  comme  tangente  multiple  d^ ordre  v . 

Ces  deux  courbes,  si  intimement  liées  aux  deux  caractéristiques 
du  système,  sont  d'un  usage  tix\s-i"réqucnt  :  pour  cette  raison,  il 
serait  commode  de  leur  donner  un  nom  \  j'appellerai,  dans  la  suite, 
la  première  indicatrice  point  du  système,  la  seconde  indicatrice 
droite,  en  mentionnant,  quand  il  y  aura  lieu,  le  point  ou  la  droite 
dont  dépendra  l'indicatrice  considérée. 

3.  Imaginons  un  deuxième  système  (fji',  v')  dans  le  même  plan 
que  le   premier,    f^e  lieu  des  points  de  contact  de  deux  courbes 
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appartenant  /espoclive/iimt  (iii.r  doux  systiines  (p.,  v  i,  (y/,  v'  t,  est 
une  courhe  de  degré  au.'  -H  p.v'  -+-  [j'.v  (  *  ) . 

Clicrclions  en  ellol  le  nombre  dos  points  d'inlrrsccliou  de  ce  lieu 
avec  une  droite  J)  (juelconque.  Les  indicatrices  droites  des  deux  svs- 
lèinej>par  rapport  à  D  sont  ies])eclivenient  de  classe  p.-f- v  et  p/+  v', 
et  admettent  respectivement  I)  pour  tangente  multiple  d'ordre  v  et 
v'.  Par  suite,  ces  deux  courbes  ont  (  fJi  +  v  )  (f/'-h  V)  tangentes  com- 
munes dont  vv'  confondues  avec  D,  soit,  abstraction  faites  des  der- 
nières, iJ.^J.' -\-  [W  +  [j.'v  tangentes  communes  dont  les  points  de  ren- 
contre avec  D  sont  les  points  du  lieu  cherclié. 

On  démontre  de  la  même  manière  la  propriété  corrélative  con- 
sistant en  ce  que  l'enveloppe  des  droites  touchées  en  un  de  leurs 
points  par  deux  courbes  appartenant  respecti\>einent  à  deux  sys- 
tèmes (|7.,  v),  (p',  v')  est  une  courbe  de  classe  vv'-i-  f/v'-t-  f/'v. 

4.  Les  résultats  que  je  viens  de  rappeler  suffisent,  avec  l'aide 
du  principe  de  correspondance,  pour  résoudre  la  question  qui  fait 
l'objet  de  cette  Note. 

Considérons  à  cet  elfet  trois  systèmes  de  courbes  [^,  v),  [uJ ,  v'), 
[lj.",v"),  situés  dans  un  même  plan,  et  un  point  O  dans  ce  plan. 
Traçons  une  droite  Ox  quelconque  :  elle  va  couper  en  p.a'-f  y.v'-i-/j.'v 
points  la  courbe  (A)  lieu  des  points  en  chacun  desquels  se  touchent 
deux  courbes  appartenant  respectivement  aux  deux  systèmes  (y.,v), 
[u.',v'].  Soit  a  l'un  de  ces  points,  et  at  la  tangente  commune  aux 
deux  courbes.  Il  existe  v"  courbes  du  système  (fjf.",  v")  tangentes  à 
chacune  des  droites  at.  Les  points  de  contact  Z»  joints  à  O  donnent 
en  tout  v"{fLiJ.'  -h  y.v'  ^  [J.'v]  droites  Oj  ;  donc  à  une  droite  0.r 
correspondent  v"(^u'h-  p.y'  -1-  !J.' v)  droites  O)'. 

Réciproquement,  traçons  une  droite  Oj  quelconque,  et  considé- 
rons d'une  part  Y  indicatrice  droite  du  système  [^j",  v")  relative 
à  O7,  qui  est  de  classe  ij."  +  v" ,  et  la  courbe  (B)  enveloppe  des 
droites  touchées  en  un  de  leurs  points  par  deux  courbes  apparte- 
nant respectivement  aux  deux  systèmes  (p.,  v),  [a',  v'),  qui  est  de 
classe  vv'-+-  av' -f-  u'v.  Ces  deux  courbes  ont  (a  -f-v")(vv'-l-AJi.v'-t-p.'v) 


(')  J'ai  énoncé  et  démonlic  il'imc  autre  manière  ce  théorème  en  187^  dans  mon 
Mémoire  sur  les  systèmes  généraux,  etc.  {Ibid.,  t.  II,  p.  72.)  —  M.  Schubert  en  a 
donne  dernièremeni,une  autre  démonstration.  {Math.  Ann.,  t.  X,  p.  io(i;  1876.} 

9- 
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langoutes  communes.  Les  (//'-f-  v"]  vv'  -h  av'-h  /u.'v)  poijils  de  con- 
tact n  obtenus  étant  joints  à  O  donnent  autant  de  droites  Ox.  Donc 
à  une  droite  Or  correspondent  (^."h-v")  (vv'+  fjtv' H-  |:x' v)  droites  Ojf. 
Par  suite,  en  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  existe 
,/'  (^.p/  4-  ,j_^j'  -+  ,/v  )  -i-  {[J."  -h  v")  (  vv'  -f-  p.v'  -h  a'v)  coïncidences  d'une 
droite  Oa.'  avec  une  des  droites  correspondantes  Oy  .  Chacune  de 
ces  coïncidences  donne  évidemment  lieu  à  un  contact  de  trois 
courbes  appartenant  respectivement  aux  trois  systèmes,  sauf  le  cas 
où  la  droite  at  passe  par  le  point  O.  Or  du  point  O  on  peut  mener 
à  la  courbe  (B)  w'+pZ-f-p-'v  tangentes,  dont  chacune  compte 
v"  lois  dans  h;  nombre  total  des  coïncidences.  En  déduisant  de  ce 
dernier  nombre  v"  [W  H-  uv'  -+-  p.'  v  ,  il  reste 

pV  v"  -t-  y.'v"v  +  i/'vv'  -4-  vu.'  ij."  -4-  v'  a"  a  +  v"  [xu.' 

pour  le  nombre  des  points  de  contact  cherché.  On  peut  donc  énoncer 
le  théorème  suivant,  dont  il  est  inutile  de  faire  ressortir  toute  la 
généralité  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  points  d'un  plan  en  chacun  des- 
nuels  se  touchent  trois  courbes  appartenant  respectivement  à  trois 
systèmes  (fx,  v),  (p/,  v'),  (a",  v"  )  est  èi^al  à 

uv'y"  +  y.'  v"v  +  p."vv'  -+-  vu  a"  -+-  v'  u."  u  ■+-  v" y.y.' . 

5.  Ce  théorème  fournit  presque  immédiatement  de  nombreux 
corollaires.  On  en  déduit  notamment  un  théorème  connu  sur  les 
faisceaux  de  courbes  algébriques.  Supposons  que  les  trois  systèmes 
soient  trois  faisceaux  de  courbes  algébriques  dordre  respectivement 
égal  à  ///,  ///,  m"   On  a  alors 

a=p.'  =  fz".-:i,    y  — 2(/n  — i),    v'  =  i[ni'  —  \),     v"  ='?.{ni"  —  \], 

et,  en  substituant  dans  l'expression  écrite  plus  haut,  on  obtient, 
toutes  réductions  faites,  le  résultat  suivant  : 

Le  nombre  des  points  d'un  plan  en  chacun  desquels  se  touchent 
trois  courbes  appartenant  rrspecfi\'en/f'nf  à  trois  faisceaux  de 
courbes  d'ordre  m,  ni' ^  ni"  csl 

/{'  m'ni"  4  m"  m  4   mn>' ,  — 6fm  -f-  m'  --h  m")  +6  ('). 


i'')  SalMon.   TrraH.tr  nn  tlir  Jriv;tipr  planr  cnrvcf,  )>.  ^jS. 
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i).  lùaiil  (lomK'CS  sur  un  iiiriiu;  [)laii  Uois  <oiiiIk;.s  alyél>ri(|ucs 
dont  les  tlcj^rés  soieiil  rospoclivcmcnl  m,  m',  m",  cL  les  classes  /?, 
/i',  //',  clierclions  de  combien  d(î  manières  cliflerenles  on  peut  les 
amener  à  se  toucher  en  un  même  point,  en  les  déplaçant  dans  leur 
plan  commun  d'un  mouvc^ncnl  de  translation  rcctiligne  variable 
en  direction  d(;  l'une  à  l'autre. 

La  courbe  (//i,  /i)  dans  ses  positions  successives  ibrme  un  système 
dont  b's  caractéristiques  s'aperçoivent  immédiatement.  On  a  en 
elFet  p.--///,  V  z=  n  (').  Les  deux  autres  courbes  donnent  lieu  à 
deux  autres  systèmes  dont  les  caractéristiques  sont  respective- 
ment II'  =  ni\  v'=  «',  et  p-"=  ///",  1/"::=:  II".  Par  suite,  eu  vertu  du 
théorème  démontré  plus  haut,  le  nombre  des  solutions  t;st 


nni  m    -+-  n  ni  ni 


En  particulier,  dans  le  cas  de  trois  coniques  (juelconques,  ce 
nombre  est  égal  à  4^-  H  se  réduit  à  i8  dans  le  «-as  de  trois  para- 
bol  es  (^). 

Cherchons  de  combien  de  manières  on  peut  amener  les  trois 
courbes  en  contact,  en  les  faisant  tourner  chacune  autour  d'un 
point  fixe  du  plan.  Les  trois  courbes,  en  se  déplaçant,  forment  alors 
trois  systèmes  :  les  caractéristiques  sont  p  =  2//i,  ^'=2///, 
^'  =z  'i.ni" .,  V  =  -i-u^  v'=:  in\  v"  =  in'\  et,  en  appliquant  le  théorème 
général,  on  obtient  pour  le  nondjre  des  solutions  cherchées 

8  (  m  n'  n"  -\-  m' n"  a  +  m"  n  n'  +  n  m'  m"  +  n'  m"  m  -\-  n"  m  ni'  ]  ; 

dans  le   cas   de  trois    coniques  queh-onques,   ce  nombre  est   égal 
;.  384. 

Reinnrtjuc.  —  Le  théorème  ([ue  nous  avons  démontré  dans  cette 
INote  peut  se  conclure  d'un  théorème  sur  les  connexes  auquel 
M.  Lindcmann  est  parvenu  en  suivant  une  voie  dilîérente  (~j.  Ce 
dernier  théoix'me  consiste  en  ce  que  :  le  nombre  des  élénients  coni- 


(')  L;i  caractéristique  v  serait  cepciulaiil  iiilérieure  à  ■<,  si  la  coiir'ie  était  tangente 
à  la  droite  de  l'infini. 

(-)   Il  est  ovideuinient  nui  dans  le  cas  d(ï  trois  cercles. 

(')  Forlesangen  ilbcr  Géométrie  von  Alfred  Cleb.'icli,  bearbeilet  und  licrausjegpheii 
\on  W  Y.  T.iNDEMANN.  —  lù'sten  Bandes,  zweiier  Tlieil,  p.  p'io. 


niuTis  à  (juatrc  connexes  [m^  «),  [m'.  «'),  (m",  /z"),  (///",  n"' )  est 
ésçnl  à. 

mm'n"n'"  -^ni'  m"ii"'  n-ht7i"  m"'nn'  -\-mni"n'n"'-i-ni'  ni'"  n"n-^mni"'  ?i"7i' . 

En  supposant  que  l'un  des  connexes  {ni"\  n"' )  soit  le  connexe 
identi(/ue,  la  formule  précédente  donne  le  nombre  des  éléments 
communs  à  trois  coïncidences  principales  (/«,  /z),  (/'/',  /z'),  {ni'\  «"), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  un  point  de  vue  un  peu  diilérent,  le 
nombre  des  points  en  lesquels  se  touchent  les  courbes  de  trois  sys- 
tèmes. On  retombe  en  eflet  sur  la  formule  que  nous  avons  démon- 
trée, en  introduisant  dans  celle  de  M.  Lindemann  l'iivpotlièse 

m'"  =  n'"  =  I . 


Suf  les  Usines   nsyniplotiques  des  surfaces  gauches  douées 
de  deux  directrices  rectilignes ;  par  M.  Hvlphen. 

(Séance  du  21   février  1S77.) 

Une  remarque  aussi  simple  qu'ingénieuse,  due  à  M.  Picard  ('), 
fournit  un  moyen  de  trouver  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches  douées  de  deux  directrices  rectilignes,  et  fait  voir  que,  si 
la  surface  est  algébrique,  il  en  est  de  même  de  ses  lignes  asympto- 
tiques. Je  me  propos(!  d'établir  ici  le  même  résultat  d'une  autre 
mauière. 

Soit  choisi  uu  tétraèdre  de  référence  dont  deux  arêtes  opposées 
soient  directrices  de  la  surface  :  ce  seront,  par  exemple,  les  arêtes 
Xo  =  o.  Xi  =  o  d'une  part,  et  Xj  =  o,  X,  =  o  de  l'autre.  Soient 
jc,  Y  les  points  où  ces  deu?:  directrices  sont  respectivement  rencon- 
trées par  une  même  génératrice  de  la  surface,  z  un  point  quel- 
conque de  cette  génératrice.  On  a 

Z,=:lx^,       Z-.=  lX2,       25=(l  —  >0j3'       24  =  (l  —  ^)j4. 

La  surface  est  définie  par  une  relation  entre  x^  '.x^  et  rs  Ij)  *•  Une 
courbe  tracée  sur  la  surface  est  délinie  par  une  nouvelle  relation 

(')  Comptes  ifndiis  dv  I' .icndémir  dcf  Sciences,  t.  1. XXXIV.  ]).  2''f). 
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entre  ces  quantités  et  À.  On  cxpiitiiLr.i  (|uc  celle  courlje  esl  une 
asymptotique  en  écrivant  qiu;  son  plan  oscillateur  passe  conslani- 
inenL  par  la  génératrice  rccliligne.  Il  sulïira  d'écrire  cette  relalion 
pour  voir  qu'elle  se  réduit  à  la  suivante.  Posant 

Ix^dllx,)  —  }..x,d{lx,)  =  u, 
(i  -  X)  j.c^[(.  -  l]r,]  -  f,  -  l)y,d[[y  -  l]r,]  =  i-, 

on  trouve 

u  dv  —  vdur=o, 

d'où  l'on  conclut  que  u  et  w  sont  dans  un  rapport  constant.  Ces 
quantités  ne  contiennent  qu'en  apparence  la  dillérentielle  de  /; 
en  les  transformant,  on  est  ainsi  conduit  à  la  relalion 


y-l\ 

'-(1) 

d- 

Xi 

"X-j 

d-ri 

Si  Ton  V  tait  7  4  =  j:,  =  i,  on  obtient  cet  énoncé  : 

Soient  A,  B  deux  directrices  rectilignes  d'une  surface  gauche. 
X  et  y  les  distances  de  deux  origines  fixes  prises  sur  ces  droites 
aux  points  a^  h  oii  ces  droites  sont  rencontrées  par  une  même 
génératrice  rectiligne.  Soit  enfin  C  une  constante  arbitraire.  On 
prend  sur  ab  Le  point  m,  tel  que  l' on  ait 

(,)  ('!^V=C'-^; 

^  \mb]  dy 

le  point  m  décrit  une  ligne  asymptotique  de  la  surface. 

A  chaque  valeur  de  C  correspond  une  asymptotique  qui  ren- 
contre chaque  génératrice  en  deux  points  m,  m\  déterminés  par 
l'équation  (i).  Ces  deux  points  forment  avec  «,  Z>  une  division 
harmonique. 

Si  la  relation  qui  lie  x,  y  est  algébrique,  les  lignes  asymplo- 
liques  sont  également  algébriques.  Il  est  aisé  de  déterminer  leur 
degré  et  leur  classe.  Soient  p,  q  les  degrés  respectifs  àc  x^  j  dans 
la  relation  qui  lie  ces  variables,  cas  dans  lequel  la  surface  est  du 
degré  j)  -\-  q.  Il  y  a  i{q  —  i)p  génératrices  singulières  le  long  de 
chacune  desquelles  le  plan   tangent  est  constant  et   passe  par  B. 
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D'après  l'équation  (i),  cliaque  asyniptoti(jue  rencontre  une  telh* 
génératrice  tangentiellement  sur  A.  Par  suite,  chaque  plan  mené 
par  A  rencontre  une  asymptotique  en  2  />  4-  2  (  </  —  \)p  points.  Donc 
le  degré  des  asymptotiques  est  égal  au  double  du  produit  des 
ordres  de  multiplicité  des  directrices  rectilignes,  soit  o-pq^  ou  en- 
core à  la  classe  des  sections  planes  de  la  surface. 

Pour  trouver  la  classe,  j'applique  un  théorème  de  M.  Zeuthen, 
en  considérant  la  correspondance  qui  existe  entre  les  points  des 
lignes  asymptotiques  et  ceux  d'une  des  directrices.  Je  trouve  ainsi 
que  la  classe  des  asymptotiques  est  égale  à  6[ipq  —  p  —  </), 
c'est-à-dire  égale  à  six  fois  V excès  de  leur  degré  sur  celui  de  la 
surface.  Pour  la  surface  gauche  du  troisième  degré,  on  trouve  ainsi 
que  les  asymptotiques  sont  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
degré,  comme  on  le  savait  d'autre  part. 


I 


Formules  fondamentales  de  Géométrie  tricirculairc 
et  tétrasphérique:  par  M.  Ed.  Lucas. 

(Séance  du  2  mai  1H77.) 

1.   Notations.  —  Aous  désignerons  par  : 

/■,  le  rayon  d'un  cenJe  ou  d'une  sphère  de  centre  O,-^ 

dij  la  distance  des  centres  O,  et  O,-  de  deux  cercles,  ou  de  deux 

sphères  ; 
rtj,  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  cercles  ou  des  deux  sphères  Oj 

et  O/-, 
/",•,•  le  rayon  du  cercle  ou  de  la  sphère  qui  coupe  orthogonalement 

les  deux  cercles  ou  les  deux  sphères  O,  et  Oy  et  la  ligne  de  leurs 

centres  ; 
,v,Y<  l'aire  du  triangle  des  centres  O,,  O,  el  O/  de  trois  cercles  d'un 

plan  ou  de  trois  sphères; 
/•,y/  le  rayon  du  cercle  orthogonal  aux  trois   cercles  d'un  plan  ou 

de  la  sphère  orthogonale»  à  trois  s[)hères  et  au  plan  de  leurs 

centres  5 
\';ju  le  volume  du  tétraèdre  lormé  j)ar  les  centres  de  quatre  sphères; 
''iju  !<'  rayon  de  la  sphère  orthogonale  à  quatre  sphères; 
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a;,  avec  l'indice  concspouclaiil,  la  puissance  par  rapport  au  cercle 
d'un  point  de  son  plan,  ou  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
d'un  point  de  l'espace. 


De  [)lus,  nous  supposons 
sin^A,7  = 


sJn'A 


'y' 


iU\'AijU=^ 


au  a.j 

nji  cijj 

Clii  Clij  Oik 

aji  ajj  cijk 

O-ki  Ohj  flhk 

au  ttij  ttik     au 

aji  ajj  Oji,     ttji 

ttki  akj  au    (thi 

an  aij  a/t     au 


et  ainsi  de  suite. 

2,   Cela  posé,  on  a  les  formules  suivantes  : 

2  /■,•  rjttij  —  ri  +  /'/  —  d^j, 

(  r,j  dijY+  (/■/  rj  sin  Ay)'  =  o, 
(i  .^TijkSijkY-h  (r,r; /'A sinA,y*)'  =  o, 

(l  .2.3/-,yyi/f,y*/) 

On  a  encore 


[l'ii'jrknsinAijkiY^o. 


au 

ttij 

I 

aji 
I 

I 

I 
I 

=  o 

/, 

'}■ 

d, 

au 

«// 

Uik 

'V 

aji 

'tjj 

ttjk 

I 

aki 
I 

ai,j 
1 

au 

1 

I 

l'k 

1 

/•/ 

n 

n 

'"^ 

o, 


7) 


— 

138 

— 

rt„ 

Ctij 

ttik 

'■(il 

1 

ttji 

<'jj 

(ijk 

"J' 

I 
'V 

a/,i     au     a  a     nu 

ik 


an     (iij     (iik     (la 


I        I 

ri       r, 


I      î 

—     1 

'/     I 

1       i       J_  1 
•j       f'k       l'i       r-j/ii  i 

Ces  formules  permettent  de  détemiùier  par  comparaison,  avec  les 
précédentes  (2],  (3)  et  (4),  Ici  lojigueur  de  la  distance,  l'aire  du 
triangle  ou  le  volume  du  tétraèdre  formé  par  les  centres  de 
deux,  trois  ou  quatre  sphères  dont  on  donne  les  rayons  et  les 
angles. 

On  a  ainsi 


(8: 


an 

('a 

I 

Clji 

Uji 

I 

I 

r, 

I 
0 

0 

an     an    aa 


an     a;:     a.,, 


Uki    ai,j     au     — 


I        I        I 


'V     'V      '•* 


an    ciij    fiik    an    — 


aji     aij    ajk    aji    — 


dki    au     a  ht;    au    ~ 


an     (tij     ail!    an 

I        I        I        I 

/',        /•,       /•;       vi 


'■  •  3  ■  v.jki 
rir,r,,r/ 
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4.  On  a,  entre  les  eosinus  des  angles  de  einq  sphères  quelcon- 
ques de  l'espace,  la  relation 

(il)  sin'A.ywm  — o; 

on  a  d'ailleurs  une  formule  analogue  pour  les  cercles  d'un  plan. 

Les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  quatre  cercles  Oj,  O2, 
O3  et  Oi  sont  liées  par  la  formule 

(12)  Xi  sa  i  —  XjSkii  +  xk  siij  —  xi  Siji:  ■=  K , 

dans  laquelle  le  second  membre  est  constant;  on  a,  de  même,  pour 
les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  cinq  sphères  quelconques, 

(  I  3  )  Xi  VjMm  —  Xj  Vidmi  -\-  XI,  Vl,„ij  —  -ri  V,„ijk  +  Xm  VijV  =  K . 

Lorsque  les  quatre  ceixles  sont  orthogonaux  à  un  même  cercle, 
ou  lorsque  les  cinq  sphères  sont  orthogonales  à  une  même  sphère, 
le  second  membre  des  équations  précédentes  est  nul. 

5.  Désignons  par  ^,-,-  la  distance  du  centre  radical  de  trois  cercles 
O,-,  Oy  et  0<  à  la  droite  des  centimes  O,  et  O,,  et  par  i,,^  la  distance  du 
centre  radical  de  quatre  sphères  O,,  O,,  O/  et  O;  au  plan  des  trois 
centres  O,,  O,-  et  O/,;  on  a,  pour  le  calcul  de  ces  distances,  les  for- 
mules 

(i4)  {dijhjy={rirjs\n\ijY+  [dijnikY, 

ou  encore 

(i5)  ^r  =  ri^,-.r^,; 

et,  dans  l'espace, 

(16)  [siji'iijkY  =  i'^nrjn  slnAijkY  -+-  [dijki'ijki]', 
ou  encore 

(17)  Vji^'^i'iiki  —  li,,,. 

6.  On  a  pour  l'équation  linéaire  du  cercle  orthogonal  à  trois 
cercles  O/,  Oy,  O^r,  ou  de  la  sphère  orthogonale  à  trois  sphères  et 
au  plan  de  leurs  centres 

(  18 )  Xijk  = [Xidjk'ijh  H-  Xjdki'iki  +  Xkdifiij'    '■.    ivfji,; 

2  Sijif 


iO 


de  même,    pour  réqualion  de   la    sphère   orthogonale    à    quatre 
sphères 


,19)    Xijkr- 


3  Viji,i 


[xidjuljki-^  Xjduihii+  Xkduili,j+  xiduk'iijk]  +  2  z-,^*/. 


On  obtient  encore  les  équations  homogènes  et  quadratiques  du 
cercle  orthogonal  à  trois  cercles,  ou  de  la  sphère  orthogonale  h 
quatre  sphères,  par  les  formules  suivantes  : 


nu 

aij 

aik 

Xi 

n 

^ji 

^ji 

ttjk 

Xj_ 

aki 

ttkj 

akk 

Xk 

Xi 

Xj 

Xk 

(-- 

^•^ 

)' 

li 

n 

n 

'V<  ' 

/ 

au 

au 

an, 

au 

Xi 

ttji 

^JJ 

ttjk 

«// 

'y 

aki 

CLki 

Ukk 

«w 

rk 

an 

a 

ijttik 

a/! 

Xi 

ri 

Xi 

Xj_ 

Xk 

Xi 

( 

Xijkt 

l'i 

n 

fk 

l't 

\ 

'■'■j 

u 

o, 


On  aurait  de  même  l'équation  linéaire  et  l'équalion  quadratique 
liomogène  du  cercle  ou  de  la  sphère  orthogonale  à  deux  cercles  ou 
à  deux  sphères  et  à  la  ligne  de  leurs  centres. 

Il  existe  entre  les  puissances  d'uu  point  par  rapport  à  trois  cer- 
cles quelconques  la  relation  fondamentale 


Xi  -\-  Xi  -+-  ■?.  au  n  ri  Xi  -+-  X/  +  2  a,j  /■,  /}•  Xi  4-  ^a  -t-  2  an  r,  rk 
Xj  ~{-  Xi-\-  1  ttji  rj  ri  Xj  -\-  Xj-\-7.  ajj  rj  /)■  Xj  -+-Xk-\-  >  ajk  rj  rk 
Xk  +  Xi  -h  ?. aki  l'k n    Xk  H-  ^y  +  2  akj rk  /y     xi  -hXk-hi akk  l'k a 


=:0. 


Cette  relation  est    du  second  degré;  il  on  existe  une  analogue 
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pour  les  puissances  d'un  point  par  iaj)porL  à  quatre  sphères^  on  a 
plus  sInipl(Mn('nt  [)Our  les  puissanees  par  rapport  à  deux  cercles, 
d'un  point  de  la  ligne  des  eentrc^s, 


f«2' 


x'i  -h  Xi  4-  7.  (la  i;  r,     .r,  -t-  Xj  -f-  i(i,j  r,  rj 
Xj  -h  Xj  +  9,  (iji  Vj  rj     Xj  -{-  Xj-h  lûjj  rj  rj 


7.   L'ensemble  de  deux  cercles  ou  de  deux  sphères  réciproques 
par  rapport  au  cercle  ou  à  la  sphère  O,,^  a  pour  équation 


(24; 


2. y,;/ 


Xilk^^ 


Pi  Xi         PjXj         pi,xi, 


-f- 


f.i'jn,  \   li 

ou,  en  tirant  x,y^  de  la  formule  (20), 

I  X' 

(tu    (tij    an,    — 


l'k 


o, 


h.5\ 


(la    «//    Ojk 


Clki      ftkj      (Ihh 

l'i     /•/     n 


Xk 


piXi  Pj. 


On  obtient,  pour  déterminer  les  rayons  p  de  ces  deux  cercles,  la 
formule 

'     '       '  \      /•<■  rj  n  l'ii-j-n,/ 

en  supposant 


in 


au 


((j> 


an 


au 


ttkj 


aïk 


aïk 


au 


Pi     •       K 

i—smkjk 
ri 

—  sinAi, 

n 
Pk 


l'k 


sinA; 


Pj.x, 


!"<. 


■^siiiA/i     —  sinAi,     ^sinA,,-         —  i 
'•<•  r,  n, 


On  obtiendra  (Je  même  les  équations  et  les  rayons  de  deux  sphères 
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réciproques  par  rapport  à  la  sphère  orthogonale  à  quatre  sphères 
données. 

8.  Eu  déterminant  les  coefficients  /;,,  dételle  sorte  que  l'ensemble 
des  cercles  ou  des  sphères  réciproques  passe  par  les  points  d'inter- 
section des  trois  cercles  ou  des  quatre  sphères,  on  a  pour  le  système 
des  huit  cercles  passant  par  trois  des  six  points  d'intersection  de 
trois  cercles  donnés  l'équation 


=  G. 


(^8  -^^^,yA.±('^sinAy.=h-^mA*,±^'sinA, 

Cette  équation  devient  du  seizième  degré  en  coordonnées  carté- 
siennes, après  la  disparition  des  doubles  signes.  L'équation  précé- 
dente peut  s'écrire  encore 

I   —  [cos(  Ay  dz  A,i" — cosAy/ij 


II 

Xj 
Xk 


29)  i        +  7"  t^°^  ^  ^/'  —  ^i^  '  ~  ces  Ai,-] 

[cos(  A^yzh  Aki^  —  cosA,yj  =  o. 


L'ensemble  du  système  de  deux  cercles  réciproques,  défini  par  la 
règle  des  signes,  a  pour  équation 

.      \iii+  A, 7  —  Ajk  .      A,y  -f-  Ajk  —  A*; 

/',  Xi  Xi  sin  — ^ ^  -f-  /',  Xk  Xi  sin  -^ 

■'  2  2. 

3<*1    <  Ali 

,     A//!  -i-  Aki  —  A,7 

H-  n-  Xi  Xjsm  ~ =  o. 


Les  rayons  p  de  ces  deux  cercles  sont  fournis  par  la  formule 

,^  ,      ?..    A,/i.  + A*,-t- A,-y       sinA/i       sinA*,-       sin  A;,-        ?.S,/« 
^     '      p  2  n  rj  Vk  I,  i-j  n 

11  est  facile  d'appliquer  ces  résultats  au  système  de  quatre  sphères 
ou  tétrasphère.  L'ensemble  des  seize  sphères  circonscrites  à  la 
tétrasphère  est  donné  par  l'équation 

(3,)   1 '■"''■"■' 

/       ±     —  sin  A/t/±:  —  sin  A*/.  ±  —  sin  A/,,  -Jz  —  sin  A,/*    =  o, 
1  \r,-  '         l'j  n  n  } 
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qui  devient  du  trente-deuxième  degré  en  coordonnées  cartésiennes. 
Les  rayons  p  des  splières   circonscrites  sont  donnés  par  la  for- 
mule 


33 


-  sin  ^'"  ~^  ^^''''  '^  ^''J~^  ^iji' 


sin  A/w       sinAiiv, 


sinA/,7       sinA,/;t  _^    G\i,ki 


\  'V  l'j  l'k  ri  r,  rj  n.  n 

La  formule  (3i)  conduit  immédiatement  à  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  somme  des  inverses  des  rayons  des  cercles 
passant  par  trois  des  six  points  d'intersection  de  trois  cercles 
orthogonaux  deux  à  deux  est  nulle. 

9.  Par  des  considérations  analogues  aux  précédentes,  on  ob- 
tient l'équation  du  système  des  huit  cercles  tangents  à  trois  cercles 
donnés  et  des  seize  sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données. 
On  a,  dans  ce  dernier  cas, 


34; 


0 

sin'^ 
2 

■  ,  Ai* 
sin^  — 
2 

.     ,A,7 

sin^"  — 
2 

Xi 

li 

2 

0 

sin^^- 
2 

sin^^' 

2 

Xj 

n 

2 

•   ,  Ai/ 
sin' — - 
2 

0 

.   ,  A/-/ 
sin=  — 
2 

Xk 

rk 

.  ,A/,- 
sin-  — 
2 

.   ,A/, 
sin- -  - 
2 

.   j  A/* 
sin'  — 
2 

0 

Xl 

n 

Xi 

^ 

Xi 

X/ 

0 

'•' 

') 

'Vf 

ri 

On  trouvera  des  résultats  analogues  pour  les  rayons  de  ces 
sphères  et  pour  les  équations 'et  les  rayons  des  cercles  conjugués 
au  système  de  trois  cercles,  et  des  sphères  conjuguées  à  la  tétra- 
sphère. 
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Note  sur  un  problème  relatif  à  la  marche,  (ht  cavalier 
sur  l'échiquier  ;  par  M.  C.  Flye  Saiinte-Mauie. 

(Séance  du  i8  avril  187^.) 

La  pièce  nommée  cavalier  dans  le  jeu  des  échecs,  se  déplaçant, 
à  chaque  saut,  de  deux  cases  dans  le  sens  d'un  des  côtés  de  l'éclii- 
quier  et  d'une  case  dans  le  sens  de  l'autre,  on  sait  qu'on  peut  de 
plusieurs  manières  lui  faire  parcourir  les  64  cases  sans  la  faire 
passer  deux  fois  par  la  même.  La  recherche  du  nombre  de  solutions 
que  comporte  ce  problème  paraît  présenter  d'assez  grandes  difli- 
cultés^  mais  si,  au  lieu  de  faire  parcourir  les  6"4  cases  au  cavalier, 
on  se  propose  de  lui  faire  parcourir  seulement  une  moitié  de  l'échi- 
quier, c'est-à-dire  les  82  cases  formant  4  rangées  consécutives,  le 
nombre  des  solutions  du  problème  devient  beaucoup  plus  facile  à 
déterminer.  C'est  ce  nombre  que  je  me  propose  de  rechercher 
ici. 

La  fig.  I  représente  la  moitié  de  l'échiquier.  J'en  partage  les 
32  cases  en  2  groupes  :  le  premier  composé  des  16  cases  numérotées 

Fif;.   I 


I 

5 

9 

i3 

2 

G 

10 

1  i 

iC) 

\ 

8 

i'.>. 

^ 

/ 

Il 

t  j 

.sur  la  figure,  le  second  composé  des  16  autres,  de  sorte  que  les 
cases  blanches  des  2  rangées  extrêmes  et  les  cases  noires  des  ran- 
gées intermédiaires  forment  un  même  groupe.  Dans  le  premier 
groupe,  les  cases  de  même  couleur  sont  désignées  par  des  numéros 
de  môme  parité. 

.T'appellerai  extérieures  tontes  les  cases  a^iparlenant  aux  deux 
rangées  extrêmes,  et  intérieures  toutes  celles  apparlenant  aux  deux 
rangées   intermédiaires.    Dans   h-   premier  groupe,  les  cases  exlé- 
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ricures  sont  ad'et  tocs  d(.'  numéros  impairs,  cl  les  cases  intérieures 
de  numéros  pairs. 

Je  dirai  qu'une  case  a  bat  une  case  b  lorsque  le  cavalier  peut, 
d'un  seul  saut,  aller  de  a  en  b. 

Si  l'on  r(^)résente  le  passage  du  cavalier  d'une  ease  à  une  autre 
par  un  trait  joignant  les  centres  de  ces  deux  cases,  le  chemin  com- 
plet que;  cette  pièce  aura  à  parcourir  sera  représenté  par  un  con- 
tour polygonal  de  3i  côtés,  dont  les  3o  sommets  et  les  2  extrémités 
occuperont  les  82  cases  de  la  ligure. 

Cela  posé,  je  remarque  qu'une  case  extérieure  quelconque  ne  bat 
que  des  cases  du  même  groupe,  d'où  il  suit  que  le  passage  d'un  groupe 
à  l'autre  ne  peut  se  l'aire  qu'entre  deux  cases  intérieures.  Il  y  aura 
donc  forcément,  dans  le  contour  polygonal  représentant  le  chemin 
suivi,  au  moins  un  trait  dont  les  deux  extrémités  tomberont  sur 
des  cases  intérieures.  Or  ce  contour  est  formé,  en  tout,  de  3i  traits  5 
il  ne  pourra  donc  y  en  avoir  plus  de  3o  aboutissant  par  une  de 
leurs  extrémités  à  une  case  extérieure;  mais,  d'un  autre  côté,  il  ne 
peut  pas  y  en  avoir  moins  de  3o,  et  encore,  pour  cela,  faut-il  que 
les  points  de  départ  et  d'arrivée  soient  sur  2  des  cases  extérieures  5 
alors  celles-ci  contiendront  chacune  l'extrémité  d'un  trait,  et,  à 
chacune  des  i4  autres,  aboutiront  2  traits  différents,  en  tout 
2-1-28  ou  3o  traits  qui  tous  seront  distincts,  car  un  même  trait 
ne  peut  aboutir  à  la  fois  à  2  cases  extérieures. 

On  tire  de  là  les  conséquences  suivantes  : 

i"  Il  n'y  a  qu'un  seul  trait  joignant  2  cases  intérieures,  c'est-à- 
dire  un  seul  passage  d'un  groupe  à  l'autre.  En  d'autres  termes,  les 
deux  groupes  sont  parcourus  en  entier  l' un  après  l'autre. 

2°  Le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée  sont  sur  deux  cases 
extérieures. 

3°  Il  s'ensuit  que  la  case  d'arrivée  ne  peut  battre  la  case  de 
départ. 

La  première  de  ces  conséquences  introduit  une  grande  simplifi- 
cation dans  la  recherche  qui  fait  l'objcît  de  cette  INote;  car  il  va 
nous  suflire  de  connaître  toutes  les  manières  de  parcourir  un 
groupe,  par  exemple  le  groupe  formé  des  cases  numérotées  sur 
Ufig.  1. 

11  est  clair  que.  dans  ce  groupe,  les  deux  extrémités  du  parcours 
sont  nécessairement,  l'une  sur  une  case  extérieure,  l'autre  sur  une 
V .  ~  10 
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case  intérieure.  JNous  aurions  donc  à  rechercher  successivement  de 
combien  de  manières  les  i6  cases  du  groupe  peuvent  être  parcou- 
rues en  partant  de  l'une  des  cases  afï'cctées  d'un  numéro  impair, 
pour  aboutir  à  l'une  des  cases  affectées  d'un  numéro  pair.  Tous 
ces  problèmes  se  traiteraient  facilement 5  mais  il  convient  de  res- 
treindre le  plus  possible  le  nombre  des  cas  à  considérer. 

D'abord  il  est  clair  que  les  solutions  dont  le  point  de  départ 
serait  sur  l'une  des  cases  i5,  11,  7  ou  3  ont  pour  symétriques,  par 
rapport  au  centre  de  la  figure,  les  solutions  dont  le  point  de  départ 
est  en  1,  5,  9  ou  1 3.  11  sutHra  donc  de  considérer  ces  dernières. 

En  second  lieu,  une  solution  étant  trouvée,  on  peut  en  déduire 
une  autre  en  remplaçant  chacune  des  cases  intérieures  par  la  case 
extérieure  adjacente,  et  vice  versa;  car  si,  dans  le  groupe,  une 
case  a  bat  une  case  &,  la  case  a'  qu'on  substituera  ainsi  à  a  battra 
encore  la  case  b'  substituée  à  b.  D'après  cela,  il  y  aura  autant  de 
manières,  par  exemple,  d'aller  de  la  case  5  à  la  case  i4  que  de  ma- 
nières d'aller  de  la  case  6  à  la  case  i3. 

Enfin,  si  l'on  détermine  toutes  les  manières  d'aller  de  i  à  4^  on 
formera  toutes  les  solutions  dans  lesquelles  la  case  d'arrivée  bat 
ia  case  de  départ  (solutions  que  j 'appel lerai^e/v/zee^^  parce  qu'elles 
peuvent  être  figurées  piar  un  polygone  fermé,  dont  deux  sommets 
consécutifs  quelconques  peuvent  être  indilféremment  pris  pour 
extrémités  du  parcours). 

En  effet,  la  case  i  ne  battant  que  les  deux  cases  4  et  6,  tout  po- 
lygone figurant  une  solution  fermée  contiendra  nécessairement  les 
deux  traits  i-4  et  1-6.  Donc,  lorsque  la  case  d'arrivée  battra  la 
case  de  départ,  toutes  les  solutions  possibles  se  trouveront  parmi 
celles  obtenues  en  prenant  pour  points  extrêmes  les  cases  i  et  4- 

Les  cas  à  traiter  se  réduisent  ainsi  aux  suivants  : 

Cases  (le  dfpnrl.  Cases  d'arrivée. 

I 2)4)  8,  10,  IV,,  1 4  et  16 

5 6,  12  et  14  (') 

9 4  et  lo(') 

13 4  eti/,  {') 


{')  De  5  à  iG,  les  solutions  sont  en  mtrne  nombre  que  de  i5  à  6,  on  de  i  a  ». 
(')  De  9  à  ifi,  en  m^me  nombre  que  de  i5  à  lo,  ou  de  i  à  8. 
(')  De  i3  il  8.  en  mémo  noiiil)re  que  de  7  i»  i/|,  ou  de  934- 


i 
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Dans  chacun  de  ces  cas,  la  leclierclie  de  toutes  les  solutions  pos- 
sibles est  facilitée  par  cette  remarque,  que  les  cases  i,  2,  i5  et  i() 
ne  battent  chacune  que  2  cases  du  groupe,  de  sorte  que  les  deux 
traits  aboutissant  à  celles  de  ces  cases  qui  ne  sont  ni  point  de  dé- 
part, ni  point  d'arrivée,  peuvent  être  tracés  d'avance. 

Je  me  bornerai  ici  à  indi({uer,  par  le  tableau  suivant,  h;  nombre 
des  solutions  possibles  dans  chaque  cas,  en  réunissant  devant  une 
même  accolade  les  dillérents  cas  dont  les  solutions  d'un  seul  suf- 
fisent pour  déterminer  les  jolulions  des  autres,  au  moyen  de  l'une 
des  remarques  qui  précèdent. 

Extrémités  Nombre  et  nature 

du   parcours,  dos  sohilinns. 


De  i 
I 
3 


II  i() 

i3  16 

l5  19. 

i5  .1', 


8  solutions  formées. 


Ho 

5 

à 

i 

j 

3 

6 

1 

1 1 
i3 

'4 
12 

1 

De 

5 

à 

8 

1 

7 

6 

( 

0 
1  1 

19. 

10 

i 
1 

De 

7 
9 
1 1 

;i 

10 
17. 

G 

8 

) 

De 

9 

7 

à 

8 
10 

De 

9 
3 

i3 

à 

14 
8 

4 
10 

1 
) 

De 

I 
I  j 

à 

1 

16 

/ 

\ 

3  />/. 

9  /(•/. 

3  ÙL 

(J  />/. 

5  ifi. 

•i.-}  solu lions  non  fermées. 

10. 
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Extrémités  Nombre  et  nature 

du  parcours.  des  solutions. 

De      1    à      8 

}    I 


-6  solutions  non  fermées. 


9       i6    i 

i5       10     ) 


De 

I 

à 

lO 

) 

7 
9 

i6 

2 

■■ 

i5 

8 

) 

De 

I 

à 

12 

i 

5 
1 1 

i6 

2 

(  s 

\ 

1 

i5 

6 

De 

I 

à 

i4 

1 

3 
i3 

i6 

2 

!5 

4 

) 

De 

I 
i5 

à 

i6 

2 

1" 

De 

5 
1 1 

à 

6 

12 

h 

De 

5 

à 

12 

3 

II 

6 

De 

5 

à 

i4 

J 

, 

3 
II 

12 

4 

■ 

i3 

G 

) 

De 

9 

à 

4 

\ 

3 

lO 

(  3 

7 

i4 

i3 

8 

) 

De 

9 

7 

à 

lO 

8 

i^ 

De 

i3 
3 

à 

4 
i4 

l« 

De 

i3 
3 

ù 

•  4 
4 

1  ^ 

id. 
ici. 

id. 

id. 

id. 
id. 

id. 

td. 

id. 
id. 

id. 


On  irconiiailia,  d'apirs  ce  taltlcau.  riiroii    [x'Ul,  srlon  la  rase  de 
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cléparl,  ahoLilir  : 

A  la  case  2 De  118  manières 

A  la  caso  4 De    .\i        « 

A  la  case  0 De    3a        » 

A  la  case  8 De    54        » 

et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  au  tableau  pour  la  suite 
du  dénombrement,  on  déduira  de  là,  en  raison  de  la  symétrie  de 
la  figure,  qu'on  peut  aboutir  : 

A  la  case  10 De  54  manières 

A  la  case  12 De  Sa        » 

A  la  case  1 4 De  4^        » 

A  la  case  16 De  1 18        » 

Considérons  maintenant  l'ensemble  des  deux  groupes  {fig.  2). 
Je  conserve,  pour  les  cases  du  premier  groupe,  le  numérotage  déjà 

Fig.  2. 


I 

3' 

5 

7' 

9 

II' 

i3 

i5' 

2 

4' 
4 

6 

8' 

10 

12' 

•4 

iG' 

2' 

G' 

8 

10' 

12 

i4' 

iG 

l' 

3 

5' 

7 

9' 

1 1 

i3' 

I  j 

employé  sur  la  flg.  i.  Dans  le  second  groupe,  les  numéros  se  dis- 
tinguent de  ceux  du  premier  par  un  accent,  et  sont  disposés  symé- 
triquement à  ceux-ci.  11  y  aura  évidemment  autant  de  manières  de 
parcourir  le  second  groupe  à  partir  d'une  case  de  numéro  pair  // 
qu'il  y  a  de  manières  de  parcourir  le  premier  en  aboutissant  à  la 
case  symétricjue  p. 

Or,  pour  passer  du  premier  groupe  au  second,  on  peut,  de  la 
case  2,  tomber  sur  la  case  6',  ce  qui  fournira,  d'après  les  chillres 
précédents,  1 18  X  3^  ou  8776  solutions,  ou  bien  de  4  sur  8',  ce  qui 
fournit  42  X  54  =  2268  solutions,  ou  de  6  sur  2',  ce  qui  ne  don- 
nera que  des  solutions  symétriques  de  celles  obtenues  en  passant 
(le  2  à  6',  solutions  ((ue  je  ne  considérerai  pas  comme  distinctes  des 
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précédentes,  ou  bien  encore  de  b"  sur  lo',  ce  qui  donnera  32  X  54 
ou  I J28  solutions  :  en  tout  7772  manières  distinctes  de  faire  par- 
courir au  cavalier  la  moitié  de  l' échiquier. 

Deux  de  ces  solutions  ne  peuvent  pas  être  symétriques  l'une  de 
l'autre  ni  par  rapport  à  un  des  axes  de  la  figure,  ni  par  rapport  à 
son  centre  5  car  l'unique  trait  qui  marque  le  passage  d'un  groupe  à 
l'autre  n'occupe  jamais  deux  positions  symétriques.  Quant  aux 
autres  solutions  possibles,  elles  se  déduiraient  des  précédentes  par 
voie  de  symétrie,  et,  pour  celte  raison,  je  ne  les  considérerai  pas 
comme  en  étant  distinctes. 

On  remarquera  que  les  principes  qui  nous  ont  guidé  dans  ces 
recherches  sont  indépendants  du  nombre  de  cases  contenues  dans 
une  rangée,  et  supposent  seulement  que  le  nombre  des  rangées  est 
égal  à  4i  mais  il  est  clair  que  le  dénondjrement  deviendrait  d'au- 
tant plus  pénible  que  le  nombre  des  cases  de  chaque  rangée  serait 
plus  considérable. 


Sur  un  problème  d' analyse  conibinaloire ; 
par  M.  Désikk  Aivdiié. 

(Séance  du  3o  mai  1877.) 

§  I.  —   I'koblème  géinérai,. 

i.  Considérons  n  lettres  distinctes,  susceptibles  d'être  répétées; 
assujettissons-nous  à  les  traiter  toutes  de  la  même  façon,  et  formons 
avec  elles  tous  les  groupes  possibles,-  àe  p  lettres  chacun,  satisfai- 
sant à  des  conditions  données.  Si  p  n'est  point  inférieur  à  «,  il  se 
pourra,  en  général,  que  les  n  lettres  considérées  soient  contenues 
toutes  h  la  fois  dans  certains  groupes.  Nous  supposons  connue  l'ex- 
pression du  nombre  total  G„jp  des  groupes  foimés ,  et  nous  nous 
proposons  de  déterminer  celle  du  nombre  g,,^^  des  groupes  renfer- 
mant chacun  les  n  lettres  considérées. 

2.  Evidemment,  les  groupes  formés  peuvent  se  classer  ainsi  :  ceux 
qui  contiennent  chacun  les  n  lettres  données,  ceux  qui  n'en  con- 
tiennent que  n  —  I,  ceux  qui  n'en  contiennent  que  n  —  2,  etc.,  etc. 
I-e    nombie  des  groupes  ne  renfermant    rliacini   que  n  —  t  lettres 
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(Jisliiicles   est   égal   au    produit  du    l'acteur  f^„-i,p   déjà   déliai    par 

1      r  "•  •  '  Il 

le  lacteur  — r- —■,  qui  lenieseiitt;,  comme  on  le  bail,  la  nuolile 

/!(/l—  /)  !     ^  ^  '  '         ' 

des  combinaisons  simples  de  n  Itîltres,  soit  «  à  f ,  soit  n  —  t  k  n  —  t. 

JNous  pouvons  donc  éeriie  identiquement,  en  regardant  o!  comme 

égal  à  l'unité, 


et  cette  identité  exprime  simplement  ce  fait  évident  que  le  nombre 
total  des  groupes  formés  est  la  somme  des  nombres  de  groupes 
répondant  aux  différents  cas  de  notre  classification. 

3.  Cette  relation  nous  montre  que,  si  les  nombres  G  sont  connus, 
les  nombres  gx^p^  gi,pi  gz,pi  •  •  •  sont  les  termes  d'une  série  déter- 
minée à  la  façon  des  séries  récurrentes.  Nous  avons  fait  récemment 
connaître  (  *  )  le  terme  général  d'une  série  ainsi  déterminée.  En  nous 
reportant  à  l'expression  que  nous  en  avons  donnée,  nous  trouvons 

4'(«,  /•)  étant  égal  à  l'expression 


Zjl        '  /r.î^  «,  —  /)•,]!  /i,I(n2— a,)!  A-al(  «3  — /fa)  I        h>\[n,—  k,]\ 

dans  laquelle  la  caractéristique  S  s'étend  à  tous  les  systèmes  pos- 
sibles de  valeurs  des  entiers  Wj,  «2,  ^3,  •  •  • ,  /'o  ^"n  ^s:  ^si  -  •  -i^, 
qui  dépassent  zéro  et  satisfont,  cjuel  que  soit  l'indice  «,  aux  condi- 
tions 

/r,  -\-  ]x\  +  /.  3  +  =  n  —  r, 

n,  =  /r,  +  /•, 

ria  =  /iu+  Wu_|. 

-i.   Si  l'on  tient  compte  de  ces  trois  conditions,  l'expression  de 


;')  Thèses  goiitenues  rlevanl  la  Faculté  des  St-irutes  il»  Paris,  le  jS  murs  1877. 
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\F(/z,  /•)  Si.',  simplilic  beaucoup,  et  l'on  trouve 


^F(/.    ri-- V tL^ 


la  caractéristique  2  s'étendaut  toujours  aux  mêmes  systèmes  de 
valeurs  des  entiers  /:,,  A,,  /fa,  ,  .  . ,  h,. 

5.   Gela  étant,  considérons  à  part  l'équation 

et  supposons  que  le  S  s'y  étende  à  tous  les  systèmes  possibles  de 
valeurs  des  entiers  A,,  Aj,  A3,  .  .  . ,  A^  qui  dépassent  zéro  et  satis- 
font à  la  condition 

Ii\  -t-  h\  +  A3  H-  ...  -h  ks  =  V. 

On  peut  voir  très-facilement  que,  si  nous  convenons  que  9(0)  soit 
égal  à  l'unité,  nous  avons,  quel  que  soit  l'entier  positif  v, 

? (î^)  +  7î  ? (^  - ')  +  7î  9 ('-^  -  2  )  +  •  •  •  +  ^  9 (o)  =  o. 

Or  cette  équation,  et  toutes  celles  qui  n'en  diilèrent  que  par  la  va- 
leur de  V,  sont  évidemment  satisfaites  si  l'on  y  remplace  ^(v)  par 

- — r-^'  Donc  cette  dernière  expression  est  la  valeur  même  de  c&(  v). 


(5.   Il  s'ensuit  immédiatement 


«,  /• 


"1  {n-r]W 


par  suite 


bien 


»'■■"= S; 


/•  \\n  —  /■  ) 


vJii— r,o» 


Ri  Irllf  f',>l  1,1  solution  fie  )iotrr  pfonlrnie. 
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§    11.   —    Applications   im.\ii':ui\tes. 

7.  Dans  ce  qui  précèd(î,  nous  avons  laissé  tout  à  fait  quelconque 
la  loi  (le  formation  des  groupes  considérés.  >ous  pouvons  donc,  à 
l'aide  des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  résoudre  notre  pro- 
blème dans  tous  les  cas  possibles.  Nous  nous  contenterons  de  con- 
sidérer le  cas  particulier  des  arrangements  complets  et  le  cas  par- 
ticulier des  combinaisons  complètes. 

8.  Les  arrangements  complets,  p  h  />,  de  n  lettres  distinctes,  Sf)nl, 
on  le  sait,  les  groupes  qu'on  obtient  en  écrivant,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  à  la  suite  les  unes  des  autres,  p  lettres,  distinctes 
ou  identiques,  prises,  quant  à  leur  nature,  parmi  les  n  lettres  don- 
nées, de  façon  que  deux  quelconques  dos  groupes  obtenus  dilîerent 
entre  eux  soit  par  les  lettres  qui  y  entrent,  soit  par  l'ordre  de 
succession  de  ces  lettres. 

Désignons  par  H„^p  le  nombre  total  de  ces  arrangement  complets, 
et  par  b^^p  le  nombre  de  ceux  d'entre  eux  qui  renferment  à  la  lois 
les  n  lettres  distinctes  données.  Nous  aurons,  d'après  la  formule 
précédente, 

n  —  \ 

n\ 


"--1 


et,  comme 


cette  égalité  deviendra 


«1 


9.  Avant  de  passer  au  cas  des  combinaisons  complètes,  remar- 
quons que  la  dernière  formule  écrite  ci-dessus  ne  présente,  à  son 
second  membre,  que  les  puissances  ^7'^™"  des  nombres  entiers  i,  2, 
3,  ...,  /i,  multipliées  j)ar  des  coelficients  indépendants  de  jt.  11 
s'ensuit  que  les  nombres 
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forment  une  série  récurrente  proprement  dite,  d'ordre  /i,  détinie 
par  l'équation  génératrice 

{ z  —  i)  [z  —  i)  [z  —  3) . .  .  [z  —  n]  ^=  o, 
dont  les  racines  sont  les  n  premiers  nombres  entiers. 

10.  Arrivons  maintenant  aux  combinaisons  complètes.  Ce  sont, 
comme  on  le  sait,  des  groupes  pareils  aux  arrangements  complets, 
mais  dont  deux  quelconques  dilîërent  entre  eux  autrement  que  par 
l'ordre  de  succession  des  lettres.  Si  nous  représentons  par  D„p  le 
nombre  total  des  combinaisons  complètes,  p  à  p,  de  n  lettres  dis- 
tinctes, et  par  d„^p  le  nombre  de  celles  d'entre  elles  qui  contiennent 
à  la  fois  les  n  lettres  distinctes  données,  nous  avons,  d'après  notre 
formule  générale. 


n  —  1 


Or  c'est  un  fait  bien  connu  que 

n  —  f  -\-  ff 


i'n—l,p 


n  —  t  —  i  !•  pi 
donc,  en  définitive, 

cl     -V(-i)' '^     [n-t-^p-i] 

'''~Z/        't\{n-t)\    {n-t-i]\p\ 


11.  On  pourrait  encore  appliquer  notre  formule  générale  à  plu- 
sieurs autres  cas  particuliers,  à  celui,  par  exemple,  des  combi- 
naisons que  nous  avons  nommées  combinaisons  régulières  ('  ).  Ce 
serait  chose  très-facile,  que  nous  négligeons  à  cause  même  de  sa 
trop  grande  facilité. 


(')  Mémoire  sur  les   combinaisons  régulières  et  leurs  applications  {Annales  scien- 
tifiques de  l'Ecole  Normale  supérieure ,  ainicc  1876). 


-  i.ir; 


§   m.  —    AtrnK    APPi.icATiois. 

12.  La  résoluliou  du  problème  général  que  nous  nous  somm(;s 
proposé  en  commençant,  ainsi  que  celles  des  prohlèmes  particu- 
liers que  nous  avons  traités  ensuite  à  titre  d'applications,  p(;rinct 
de  résoudre  un  très-grand  nombre  d'autres  problèmes.  Nous  ne  ré- 
soudrons que  le  suivant  : 

Parmi  las  arrangements  complets  de  n  lettres  prises  p  à  /;,  quel 
est  le  nombre  de  ceux  qui  commencent  par  une  même  lettre  et 
qui  renferment  chacun  les  n  lettres  données? 

13.  Si  nous  désignons  ce  nombre  par  Xn  p,  comme  il  est  bien 
clair  qu'il  y  a  autant  d'arrangements  commençant  par  une  cer- 
taine lettre  que  d'arrangements  commençant  par  toute  autre,  nous 


avons 

x„,p  =  -/>„, 
'^       n 

c'est-à-dire 

t\n~t\\  ' 


^■■'•=,7X1 


]',,.-  '  ..."-'/■ 


C'est  là  une  première  solution  du  problème  actuel,  laquelle 
montre  immédiatement  que  les  nombres  J„,„i  J'„,„+i,  J^„,n+27  ••• 
sont  les  termes  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  définie  par 
l'équation  génératrice 

[z  —  i){z  —  9.){z  —  3)  ...  {z  —  n)=o. 

14.  Pour  obtenir  une  seconde  solution,  supposons  qu'on  ait 
supprimé  la  première  lettre  dans  tous  les  arrangements  dont  on 
cberclie  le  nombre.  Les  arrangements  nouveaux,  fournis  par  celte 
suppression,  ne  sont  plus  que  des  arrangements  /;  —  i  h  p  —  1  ;  ils 
se  partagent  en  deux  classes  :  ceux  qui  renferment  les  n  lettres 
distinctes  et  ceux  qui  ne  renferment  que  bs  n  —  i  lettres  autres 
que  la  lettre  supprimée  \  les  premiers  sont  au  nondjre  de  lf„.p^i-,  les 
seconds  au  nombre  de  l}„_i^p_i.  On  a  donc 

•^'n.p  ^^  ('n,p—\  "1"  •'i     1./)-  !• 


—  Ib6  — 
c'est-à-dire 


n  —  1 


,-,.     "' 


i~'''/n^r^7ïï  ("-"'" 


0 
n-2 


i)'  -77-^^^— -^-^1  (n  -  /-  .)/'-. 
WI(ai—  f  —  i)!  ^  ^ 


15.  En  rapprochant  les  deux  expressions  de  x„^p  qu'on  vient  de 
trouver,  on  obtient  la  relation 


bn.p=  n(bn,p-,  +  6„- 


l,/»-lj> 


qui  exprime  une  propriété  des  nombres  b  et  qui  se  vérifie  très- 
facilement  dès  qu'on  y  remplace  chacun  de  ces  nombres  j)ar  son 
expression  connue. 

IG.  Dans  le  cas  particulier  de  trois  lettres  distinctes,  les  for- 
mules précédentes  nous  donnent  l'une  et  l'autre  ce  même  résultat 

a;,,p  =  3P-'  —  2 .  Il'-'  +  iP-' , 

et  les  nombres 

•^3,3»  -^3, 4»         •^3,S>  •   •    • 

forment  une  série  récurrente  proprement  dite,  détînie  par  l'équa- 
tion génératrice 

[z  —  i)[z  —  2)(z  —  3)  =  o, 

de  telle  sorte  que  nous  avons,  pour  toute  valeur  de  p  supérieure 
à  5,  _ 

§  IV. —  Identités  kuméuiqtjes. 

17.  Les  résultats  obtenus  par  nous  soit  dans  le  cas  particulier  des 
arrangements  complets,  soit  dans  celui  des  combinaisons  complètes, 
conduisent  facilement  à  deux  identités  numériques  assez  remar- 
quables. Cette  propriété  de  fournir  naturellement  des  identités 
numériques  est  d'ailleurs  commune  à  la  plupart  des  résultats  de 
I  an;ilys('  «:oml)iii;Uoir('. 
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18.  Prenons  la  formule  qui  nous  donne  b„^j,.  Kvidemment,  si  p 
devient  égal  à  «,  les  arrangements  dont  b„^j,  est  le  nombre  ne  dif- 
fèrent plus  des  permutations  des  n  lettres  données.  Alors  donc  b^^j, 
est  égal  au  nombre  de  ces  permutations,  c'est-à-dire  à  /z!,  et  nous 
avons  l'identité 

n  —  \ 

V  ,        >.  ni  ,  ,  , 

n  —  <  "=  /il, 


^r       '  t\[n—t)\ 

0 

qui  peut  s'écrire 


'  l\[n—  t]\ 


19.  Considérons  de  même  la  formule  qui  donne  dn,pi  et  suppo- 
sons que^  y  devienne  égal  à  n.  Evidemment  dn,p  se  réduit  alors  à 
l'unité,  et  nous  avons  l'identité 

^t  t\[n  —  /  j  1 

0 

qui  peut  encore  s'écrire 

n-  I 


t\[n-~  t]\{n  —  t  —  \]\ 


§  V.  —  Kemarque  générale. 

20.  Les  raisonnements  et  les  calculs  faits  par  nous  en  commen- 
çant le  présent  travail  montrent  nettement  que,  si  l'on  considère 
deux  suites  de  nombres 

12„    ii:,    12,,     ..., 
w,,    ri).,,    &);,,     .  .  . , 

se  correspondant  cliacun  à  chacun,  et  tels  que  Ton  ait,  quel  que 
soit  «, 

n— 1 

^—2jJ\[n-t]\"'"'' 
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oii  aura  de  inènie 

n  —  l 


0)„: 


0 

et  réciproquement. 

21.  Les  couples  de  suites  jouissant  de  ces  propriétés  ne  sont 
point  rares.  Nous  venons  de  trouver  le  couple  formé  par  les  suites 
des  nombres  G  et  g^  le  couple  des  suites  B  et  Z»,  celui  des  suites  D 
et  d.  On  en  pourrait  indiquer  encore  d'autres;  nous  n'en  citerons 
qu'un,  celui  des  deux  suites  que  forment,  d'une  part,  les  nombres 
des  permutations  de  Ji  lettres  diminués  chacun  d'une  unité,  de 
l'autre  les  nombres  de  celles  des  permutations  de  n  lettres  où  au- 
cune lettre  n'est  à  son  raner. 


Sur  une  forntide  récurrente  concernant  les  sommes  des  diviseurs 
des  nombres  entiers  ;  par  M.  Halphen. 

'^Séance  du  7>o  mai  1877-^ 

Les  sommes  des  diviseurs  des  nombres  naturels  peuvent  se  cal- 
culer de  proche  en  proche  au  moyen  d'une  formule  récurrente  duc 
à  Euler.  L'illustre  géomètre  attachait  le  plus  grand  prix  à  la  dé- 
couverte de  cette  formule,  et  ne  parvint  à  la  démontrer  qu'après 
de  longs  e(ïorts  (').  Voici  cette  formule  : 

/  S  [n]  =  S  (n  —  I  )  —  S  (/7.  —  5  )  4-  S  («  —  12.)+... 


I 


[n- 

1!  -  S 


2  I 

+  S(/i  — 5)  — S(n-  7^-f-S(n-i5)  -4-, 

.r  \?>x  -h  r  I 


(')  Fulcr  a  publié  sur  ce  sujet  trois  Notes,  savoir  :  i"  Découverte  d'une  loi  tout 
extraordinaire  des  nombres,  par  rapport  à  la  somme  de  leurs  diviseurs;  —  3°  Obser- 
vatio  de  summis  divisorum  ;  —  3"  Dcmonstratin  thenrematis  circa  ordinem  in  summit 
divisorum  ohservatnm.  —  Ces  trois  Notes  datent  des  années  I7'(7,  1/52,  1754  (Acad. 
de  Berlin  et  de  Saint-Pétersbourg).  On  les  trouve  réunis  dans  le  Recueil  Leonhnrdi 
Enleri  Cnmmrntntiones  Arithmeticfr  collertfr,  p.  iV^  et  1/(6  du  tome  I  et  p.  6.3g  du 
loniH  II. 


-    i.no  - 

La  uolalioa  S(«)  y  désigne  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  a. 
Chacune  des  deux  suites  doit  être  prolongée  jusqu'au  dernier  ternu.' 
dans  la  parenthèse  duquel  figure  un  nombre  positif.  Enfin,  dans 

le  cas  où  n  est  de  l'une  des  deux  formes  — JZ^,  qjj  Joit  rcun- 

2 

placer  S(o)  par  n. 

Euler  a  découvert  cette  formule  et  l'a  démontrée  au  moyen  du 
résultat  suivant  : 

(?.)   P  =  ii— 2i:i  — 2'](i  — s')(i  — -2']=..    =     >    f— II'S      '~. 


1  '-5' 


Le  cube  du  même  produit  de  facteurs  se  développe  suivant  une 
formule  analogue  à  (ci)  et  qui  a  été  trouvée  par  Jacobi  [Fuiid. 
nova,  §  06,  et  Journal  de  Crelle,  t.  21,  p.  i3),  savoir 


V^=z  \    (_,)'(2^  -f- 


x'x  +  W 


Il  suffit  de  reproduire  sur  la  formule  (3)  l'analyse  appliquée  par 
Euler  à  la  formule  (  2  )  pour  en  conclure  une  formule  n'currente 
dilïérente  de  (i). 

Je  prends,  dans  \vs  deux  membres  de  l'équation  (3  ),  la  dérivée 
logarithmique,  je  multiplie  par  z  et  je  divise  par  3  ;  j'obtiens 
ainsi 

1 


I  ~  z' 

X  ;'  x 


2i —  I  i'(?,.r  H-  I 


On  sait  que  le  terme  général  du  premier  membre  de  l'équation  (4), 
développé  suivant  les  puissances  croissantes  de  z^  est  S[/))zf.  Ce 
développement  étant  substitué  dans  l'équation  (4),  et  le  dénomi- 
nateur chassé,  on  identifiera  les  deux  membres,  et  l'on  trouvera 

iS  («)  =  3  S  («  —  I  )  —  5  S  (n  —  3  ;  -4-  7  S  (/i  —  6  )  -^ . .  . 
,  ,,  ,  „  '         xix 


—   KJO  — 

La  suite  doit  être  prolongée  jusqu'au  dernier  terme  dans  la  paren- 

tlièse  duquel  figure  un  nombre  positif.  Dans  le  eas  où  n  est  de  la  forme 

x[x-\-\\    1  (— i)'(2:r  +  i)  S(o)  j   .    ^  ,      , 

— ^ •>  le  terme -^ — ^— ^  doit  être  remplace  par 

qui  est  elTectivement  un  nombre  entier. 

La  formule  (5)  est  celle  que  j'avais  en  vue  d'établir. 


Sur  une  p/opositio/i  <V algèbre  ;  par  M.  IIalphk^. 

(Séance  du  i3  juin   1S77.) 

Si  L'on  désigne  par  les  lettres  J\  (p,  ^  trois  polynômes  entiers  à 
deux  variables  x^j^  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suj- 
Jisantes  pour  que  V on  ait  identiquement 

(i)  /=A9  +  BJ;, 

A  eï  B  étant  aussi  des  pol)  liâmes  entiers  en  x,  r? 

La  réponse  à  cette  question  est  des  plus  aisées  dans  le  cas  où 
cliacun  des  systèmes  de  solutions  des  équations  ©  =  o,  t|/  =  o  est 
simple.  Dans  ce  cas,  il  jaut  et  il  suffit  que  chacun  de  ces  sys- 
tem.es  annule  f.  J'admettrai  ici  ce  résultat  comme  connu.  Dans  les 
autres  cas,  la  question  est  plus  difficile  à  résoudre.  Cette  difficulté 
a  été  surmontée  par  M.  iVotlicr.  On  peut  énoncer  comme  il  suit  la 
solution  donnée  j)ar  ce  savant  géomètre  [Math.  yJnn.,  t.  M)  : 

Soit  (z,  ^)  un  système  de  solutions  des  équations  ©  =  o,  ij;  =  o  ; 
soient  «,  b  deux  développements  procédant  suivant  les  puissances 
entières,  positives  et  ascendantes  de  (.r  —  ex.)  et  [y — ^jS).  Pour 
que  f  soit  de  la  forme  (i),  il  faut  et  il  suffît  qu  on  puisse  déter- 
mine/' a  et  b  par  la  condition 

(2)  /=  «(S  -f-  6'|, 

et   qu'il   en  soit  de  mrmr  pour  chcKpir  système  de  solutions  drs 
équations   considérées. 


-  ir.i  - 

Cette  proposition  étant  très-importante,  je  crois  utile  d'en  donner 
ici  une  nouvelle  démonstration. 

Je  suppose,  eu  premier  lieu,  cp  =  x.  Je  groupe,  dans^^,  'J^i  et  B,  les 
termes  indépendants  de  x,  et  j'écris 

f=xf'+F{r),    ^  =  x'Y  +  W{r),    ii  =  xW+Mr)- 

E,n  faisant  le  même  groupement  dans  (i),  et  retenant  seulement  les 
termes  indépendants  de  x^  on  obtient 

(3)  ¥{r)  =  Mr)'V{)'% 

c'est-à-dire,  pour  l'exactituda  de  L'équation  (i),  en  supposant 
o  =:  x^  il  est  nécessaire  que  la  partie  indépendante  de  x  dans  f 
soit  diK>isible  par  la  partie  indépendante  de  x  dans  '|. 

Celte  condition  est  suffisante,  comme  on  le  voit  immédiatement. 

Soit  j3  une  racine  de  ^(}^).  Je  suppose  la  condition  (2)  remplie 
pour  le  système  (o,  j3).  Par  le  même  raisonnement,  j'en  conclus 

F(j)  =  6.(j)^FLr), 

Z>i  étant  une  série  convergente  dans  le  voisinage  de  1=  (3.  J'en 
conclus  que  F  contient  le  facteur  (j  —  j3  )  au  moins  à  la  même  puis- 
sance que  ^ . 

Si  maintenant  il  en  est  de  même  pour  chaque  racine  de  ^F,  il  en 
résulte  que  F  est  divisible  par  "^ .  Donc  la  proposition  annoncée 
est  prouvée  pour  le  cas  oii  l'on  a  0=  x.Kxx  moyen  d'une  substitu- 
tion linéaire,  j'en  conclus  ([ue  la  proposition  est  prouvée  aussi  pour 
le  cas  oii  çp  est  un  trinôme  du  premier  degré  en  x^j. 

J'arrive  maintenant  au  cas  général.  Supposons,  pour  un  instant, 
les  coeliicicnts  de  (JJ  variables,  et  faisons-les  varier  de  telle  sorte  que 
le  système  de  solutions  (a,  /3)  multiple  d'ordre  n  se  change  en 
n  systèmes  dillérents  («i,  /Sj),  («21  ps),  •  •  •  .  Soient  P,,  P2,  .  .  .  des 
trinômes  du  premier  degré  assujettis  simplement  aux  conditions  de 
s'évanouir,  P,  pour  x  =  a^^  j  =^  ^^-^  P2  pour  x  ■==  a^^  ■)  =.  jSj,  .... 

En  même  temps,  un  second  système  de  solutions  (a',  [i')  multiple 
d'ordre  n'  se  change  en  «'  systèmes  dillérents.  Soient,  de  même, 
F,,  P', ,  . .  .  des  trinômes  assujettis  à  des  conditions  analogues^  et 
ainsi  de  suite. 

Soient  n  le  produit  de  tous  ces  trinômes  et  ç^'  le  polynôme  es  dont 

V.  I  I 
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on  a  fait  varier  les  coefficients.  Toutes  les  solutions  communes  à 
f^'  =  o  et^  =  o  étant  simples,  j'ai 

A' et  B' étant  des  polynômes  entiers.  Cette  relation  subsiste  à  la 
limite,  lorsque  çp'  =  9.  Alors  Pi,  P2,  ...  s'évanouissent  pour  x  =  a, 
y  z=  |3,  et  ainsi  des  autres. 

De  là  cette  proposition  préparatoire  : 

tSi  Pj,  P,,  ...  sojit  des  trinômes  du  premier  degré  en  x,  j)',  as- 
sujettis simplement  à  s'évanouir  pour  x  =  (X,^  =  [ù-^  «  P', ,  P'^,  ... 
so7it,  de  même,  des  trinômes  assujettis  à  s^ évanouir  pour  x  =  a', 
y  z=  [i'-^  et  de  même  pour  chaque  solution  commune  «0  =  0,  t[»  =  o, 
on  peut  choisir  le  nombre  de  ces  trinômes  de  manière  à  avoir 
identiquement,  en  désignant  par  TI  leur  produit,  et  quel  que  soit 
Id  poljnôme  entier  J^ 

(4)  n/=C9+DJ., 

Q  et\)  étant  aussi  des  polynômes  entiers. 

Je  suppose  maintenant  la  condition  (2)  remplie  aux  environs  de 
(a,  (3).  Il  résulte  alors  de  (4)1  et  dans  les  mêmes  limites, 

(an-C)(?+  (6n-D)<^  =  o, 
et  par  suite 

(5)  C  =  an  +  c'];, 

c  désignant  un  développement  analogue  à  a. 

Je  considère  séparément  dans  II  le  facteur  Pj.  Les  solutions 
communes  à  P,  =r  o  et  'ji  =  o  autres  que  (a,  (3)  sont  toutes  simples 
et  ne  font  pas  évanouir  ©.  Elles  fout  donc  évanouir  C,  d'après  (4)- 
En  ce  qui  concerne  la  solution  (a,  (îi),  l'équation  (5)  peut  être  en- 
visagée comme  exprimant  que  la  condition  (2)  est  remplie  à  l'égard 
de  Pi,  4^,  C,  jouant  le  rôle  de  9,  tp,  f.  D'ailleurs  Pj  est  un  trinôme 
du  premier  degré.  Donc,  d'après  un  résultat  précédent, 

(6)  C  =  C,  P, -t-B^];, 
C|  et  B  désignant  des  polynômes  entiers. 


é 


—  iu:5  - 

La  vak'iir  (6)  de  (],  [)ort('(!  dans  (4),  conduit  à 
n/=C.  P,9  +  (D-+-IÎ9Î^|;. 

Comme  H  contient  le  facteur  Pj,  le  coelficient  de  ¥,  donc  cette  der- 
nière ideiilité,  contient  aussi  ce  facteur.  Je  le  supprime,  et  je  désigne 
par  rij  le  produit  des  autres  trinômes.  J'ai  alors 

(7)  n,/:---C,  9-hI),'^ 

Je  répète  sur  (7  )  et  à  l'égard  de  P2  le  même  raisonnement,  et  ainsi 
de  suite.  Je  fais  ainsi  disparaître  du  coefficient  de^dans  (4)  tous 
les  trinômes  relatifs  à  la  solution  (a,  (3). 

Si  maiut<!uant  les  conditions  analogues  à  (2)  sont  satisfaites  par/' 
pour  toutes  les  solutions  couimunes  à  ^^  =  o  et  'j*  =  o,  on  fei'a  d(! 
même  disparaître  tous  les  trinômes  F',  P'',  ....  Donc  /"  est  de  lu 
forme  (i).  C'est  ce  cju'il  fallait  démontrer. 


Sur  les  surfaces  dont,  les  rayons  de  courbure  principaux   sont 
fonctions  l' un  de  Vautre;  par  M.  A.  Mainnheim. 

(Séance  du  aT)  juillet  1877.) 

Dans  une  Communication  que  j'ai  faite  récemment  sur  ce  sujet  à 
l'Académie  des  Sciences  (^),  je  n'ai  pu,  faute  de  place,  donner  une 
démonstration  géométrique  d'un  théorème  établi  analytiquement 
par  M.  Halphen  (^).  Voici  cette  démonstration  : 

Soient  a  un  point  d'une  surface  (Sj^),  dont  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  liés  entre  eux,  A  la  normale  en  ce  point  et  h 
et  c  les  centres  de  courbure  situés  sur  cette  normale.  Appelons  (B) 
et  (C)  les  nappes  de  la  développée  de  (Sr)  et  B  et  C  les  normales  à 
ces  surfaces  issues  des  points  b  et  c.  Prenons  pour  plan  de  la  iigure 
le  plan  de  la  section  principale  de  (Sr)  en  a  pour  laquelle  le  rayon 
de  courbure  ac  ou  Ri  est  maximum.  L'une  des  lignes  de  courbure 


(')  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  3o  avril  1877. 
(■)  Voir  ce  Btdlctin  pour  1876. 

1  I . 
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de  (Su)  est  tangente  en  rt  à  ce  plan.  La  normalie  à  (Sr),  qui  a  pour 
directrice  cette  courbe,  est  une  surface  développable  dont  l'arôte 
de  rebroussement  est  tangente  en  c  à  A.  Celte  surface  développable 
est  circonscrite  à  (B)  le  long  d'une  courbe  dont  la  tangente  en  b 
est  l'axe  de  courbure  de  l'autre  ligne  do  courbure  qui  passe  enrt. 
Cet  axe,  comme  je  l'ai  montré  (*),  rencontre  C  en  î,  qui  est  le  centre 
de  courbure  pour  le  point  c  de  la  courbe  de  contour  apparent  de 
(C),  projetée  orthogonalement  sur  le  plan  mené  en  c  perpendicu- 
lairement à  A. 

Lorsque  a  se  déplace  sur  la  ligne  de  courbure  tangente  au  plan 
de  la  figure,  la  normale  A  se  déplace  sur  ce  plan  d'un  angle  clf\i  et 
le  rayon  de  courbure  ac  ou  Ri  varie. 

On  a,  en  appelant  e  le  centre  de  courbure  de  la  section  faite 
dans  (C)  par  le  plan  de  la  ligure, 

Le  rayon  de  courbure  ab  ou  R2  varie  en  même  temps  5  en  menant 
bj  perpendiculairement  à  la  tangente  Z»/,  011  a 

(/Rj  =  cjd^; 

on  a  alors 

dR,  _  cz 
dVi.2        cj 

Mais  cy  =^ r    (en  mettant  le  signe  —  parce  que  les  segments 

CL  et  cj  sont  nécessairement  de  part  et  d'autre  du  point  c)  \,  il  vient 
r/R,  c'£X  ci 

et  comme  le  produit  ce  X  ci  est  égal  au  produit  fi  f^  des  rayons  de 
courbure  principaux  de  (C)  en  c,  on  arrive  à 

f/R,  ta. 


» 


di\,  [  R,  -  K, 


Déplaçons  maintenant  la  normale  A  en  faisant  suivre  au  point  a 
un  élément  de  la  ligne  de  courbure  perpendiculaire  au  plan  de  la 


C)  Voir  Compte!;  reiulii'!  de  l'Àcndcniic  c/f.t  Scirncrs,  7  décrmbro  iS^'i- 
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ligure  et  de  façon  que  la  varialion  de  ah  soit  dK.^.  Alors,  puisque 
Ri  et  R2  sont  liés  entre  eux,  l'autre  rayon  de  eourbure  variera  de 
rfRi,  et  l'on  trouvera  coin  tue  préeédeinment 


^R, 


^  '  f/K,  ""     (il. -n,)' 

En  faisant  le  j)roduit  àc  ces  deux  égalités,  il  vient 

r,ntj,=  {]{,—  II.)'. 

De  là  le  théorème  qu'il  s'agissait  d'établir  : 

Pour  une  surface  (Sr),  Le  produit  des  rajons  de  courbure 
principaux  des  nappes   (B)  et  (C)  aux  jfoints  h  et  c  est  égal  à 

(Ri-Tl,)''- 

Des  relations  (1)  et  (2)  nous  pouvons  déduire  quelques  consé- 
quences. Si,  par  exemple,  on  considère  les  surfaces  pour  lesquelles 
Ri  — R,  =  const.,  on  a 

d{\,  =  f/R„ 

et  par  suite 

r, /■,=  /,  f,  =  -  (K,  _R,)^ 

On  peut  donc  dire  : 

Lorsque  Ri  —  R,  =■■  const.,  les  nappes  (B)  et  (C)  sont  à  cour- 
bures opposées  ;  le  produit  des  rajons  de  courbure  principaux  de 

(B)  est  égal  au  produit  des  rajons  de  courbure  principaux  de 

(C)  etégalà  —  {VK,  —  Vv._Y. 

De  la  même  manière,  on  trouvera  f[ue  : 

Lorsque  -r^  =  const.,  le  produit  des  rajons  de  courbure  princi- 
R2 

jtaux  de  (  B)  en  b  est  proportionnel  au  produit  analogue  pour  (C) 
et  au  produit  analogue  pour  (Sr)  en  a. 

Aces  tliéorèmes  j'ajouterai  les  suivants,  qui  résultent  facilement 
des  théorèmes  démontrés  dans  la  Note  à  l'Académie  dont  je  viens 
de  parler  : 

Lorsque  Rj  —  R2=  const.,  les  normalies  qui  touchent  (B)  et  (C) 
suivant  des  asyniptoLiques  ont  pour  plans  centraux  les  plans  bissec- 
teurs des  dièdres  formés  par  les  plans  des  sections  ])iincipales.  Ces 
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normalies ont  pour  lignes  de. striction  des  courbes  lieux  des  points 
milieux  des  segments  tels  quehc^  et  leur  paramètre  de  distribution 

est  constant  et  égal  à  — — ^-  Les  asjmptotif/ues  des  Jiappes  (B) 

et  (C)  ont  même  rayon  de  seconde  courbure. 

Lorscpi  une  surface  convexe  i^Sp^)  a  ses  indicatrices  semblables 
entre  elles,  les  normalies  qui  touchent  (B)  et  (C)  suivant  des 
asymptoticjues  ont  pour  directrices  des  courbes  qui  coupent  sous 
le  même  angle  les  lignes  de  courbure  d'un  même  système  de  (Sr). 
Les  lignes  de  striction  de  ces  noi'malies  partagent  dans  un  rapport 
constant  les  segments  tels  que  bc. 


Théorème  sur  les  surfaces  ;  par  M.  Haag. 

(Séance  du   ii  juillet  1877-) 

Soit 

(,)  u=f{a,v) 

l'équation  géométrique  d'une  surface  dont  u  est  le  rayon  vecteur  (*)  ^ 
^,  V  sont  des  variables  algébriques  indépendantes  et  la  fonction  f 
une  fonction  géométiique  représentant  une  grandeur  géométrique 
déterminée  lorsqu'on  attribue  à  ^  et  à  v  des  valeui^s  quelconques. 
On  a,  par  dilléreutiation, 


(3) 


du       df  du.       df  dv 
Tn  ~  (ïu.  7/7  ~  dydt' 

d-u 
(If 

_  d\f  jdu\'           d'f    du.  dv 
"  du.'  \dtj     '   ^  diJ.dv  dt  dt 

d^ffdvV      df  d'ij.       df  d'v 
"*"  dv  \dt)    '    du.  dp    '    dv   dp' 

et  ainsi  de  suite. 


(')  Nous  n'emploierons  pour  la  démonstration  cpic  nous  avons  en  vue  que  les  for- 
mules les  plus  simples  du  Calcul  i^éom<-tri<iur :  et-s  formules  ne  sont  qu'une  exten- 
sion aux  (|uantités  gcométrirpics  des  rcjjles  du  calcul  algébrique  ordinaire. 
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Ces  formules  représentent  les  accélérations  d'ordre  successil 
d'un  point  m  qui  se  meut  arbitrairement  sur  la  surface. 

Supposons  d'abord  que  u.  et  v  varient  d'une  manière  absolument 
quelconque.  Le  point  //i  décrira,  à  partir  d'une  position  initiale,  une 
courbe  quelconque  sur  la  surface.  Les  coeflicieuts  géométriques 

-/-»  -p-  auront  alors  des  valeurs  déterminées,  tandis  que  les  (luan- 
dii     dv  '  1  j 

tités  algébriques  -~j  ~t-  seront  arbitraires. 

L'équation  (2)  de  la  forme 

du  _cli^  (1£ 

dt  ~  du.^~^  du/ 

montre  que  l' extrémité  de  la  'vitesse  se  Iroiwe  dans  au  planjixe, 
ijuelle  que  soit  la  trajectoire  que  V on  suive. 

C'est  le  théorème  du  plan  tangent. 

.,  .  du.    dv      .         , ,  .    , 

supposons  maintenant  que -^5  -j  soient  détermines,  ce  qui  re- 
vient à  se  donner  la  vitesse  —j-  du  point  moliile.  Ce  point  se  trou- 
vera dès  lors  assujetti  à  décrire  sur  la  surface  une  trajectoire  tan- 
gente à  une  direction  donnée  qui  est  celle  de  sa  vitesse.  L'équation  (3), 
dans   laquelle    toutes    les    quantités   géométriques  et   algébriques 

, ,  .    ,      ,   1,  .        ,    f/- w    f/^y       .  1  •      • 

sont  déterminées  a  1  exception  de  -7-^»  -r-  qui  restent  arbitraires, 

^  dV-     dt^    ^ 

fait  voir  que  l'accélération  est  de  la  forme 
d'il       ,        df  df 

A  étant  une  constante  géométrique. 

Ainsi,  lorsqa  un  point  mobile  se  déplace  sur  ujie  surface  donnée 
avec  une  vitesse  donnée,  l' extrémité  de  son  accélération  se  trouue 
dans  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface. 

Interprétons  géométriquement  ce  résultat.  L'accélération  en 
question  se  décompose,  comme  ou  le  sait,  en  deux  composantes, 

l'une  tangentielle,  égale  en  grandeur  à  -7-  )  en  désignant  par  v  la  vi- 
tesse,  l'autre  dirigée  suivant  la  normale  principale  et  égale  à  —  ?  eu 

r 
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appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  La  seconde  de  ces 
composantes  est  seule  à  considérer  pour  obtenir  la  projection  de 
l'accélération  sur  la  normale  à  la  surface  :  or,  d'après  le  théorème 
précédent,  cette  projection  est  constante 5  ce  théorème  s'exprime 
donc  par  la  relation 

—  coso  ==  consl., 

P 

en  désignant  par  o  l'angle  que  fait  la  normale  principale  à  la  tra- 
jectoire avec  la  normale  à  la  surface  ou  en  d'autres  termes  l'angle 
du  plan  osculatcur  avec  le  plan  de  la  section  normale  correspon- 
dante. Soit  R  le  rayon  de  courbure  de  cette  section,  l'équation  pré- 
cédente deviendra 

—  COSO  =  -    ou     p=::Kcoso: 
p         '        R  "^ 

c'est  le  théorème  de  Meiisnier . 

On  voit  aisément  que  les  remarques  auxquelles  les  expressions 
de  la  vitesse  et  de  l'accélération  ont  donné  lieu  peuvent  s'étendre 
aux  accélérations  d'ordre  quelconque.  On  est  ainsi  conduit  à  uu 
théorème  général  qui  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu'un  point  mobile  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  sur- 
face à  partir  d'une  position  donnée  //z,  si  sa  vitesse  et  ses  n  —  i 
premières  accélérations  sont  données,  son  accélération  d' ordre  n 
est  assujettie  à  avoir  son  extrémité  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  à  la  surface  en  m. 

Ce  théorème,  dont  nous  avons  donné  les  interprétations  géomé- 
triques dans  le  cas  de  la  vitesse  et  de  l'accélération,  est  encore  sus- 
ceptible pour  la  suraccélération  d'une  interprétation  assez  simple. 

On  sait  qu'en  appelant  pi,  p,,  _Û3,  .  .  .  le  rayon  de  courbure  de 
la  trajectoire  et  ses  dérivées  successives  par  rapport  à  l'angle  de 

contingence  (')  et  /'  le  rayon  de  seconde  courbure  (c'est-à-dire 
—  »  £  étant  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs] ,  on  a  pour 


(')  Dérivées  qui  deviennent,  dans  le  cas  des  rourbes  planes,  les  rayons  de  courbure 
des  développées  snccessivcs  de  la  courbe. 


-   I(J9  — 
les  composantes  do  l'accélération  de  second  ordre  : 

Suivant  la  tangente —, r 

c   •       .  ,  ,  Svdv       f'p, 

Suivant  la  normale -, 7- 

p,at        p; 

Suivant  la  binormale  (perp.  au  plan  osculaleur).     — 

Le  théorème  général  montre  que,  povir  tontes  les  trajectoires  sui- 
vies, la  somme  des  projections  des  deux  dernières  composantes  sur 
la  normale  mlS  i\  la  surface  doit  être  constante,  ce  qui  s'exprime 
par  la  relation 

Svdv        c'     \  r 


,  0,    C0SC3  H sincp  =  const. 

p,dt       p-;  '  /         '        p.r 

Mais,  puisque  la  vitesse  et  l'accélération  sont  données,  les  quantités 

dv      .     .  .,       ,  .  ,  , 

ç;-7-5  ainsi  que  1  angle  tp  et  le  rayon  pj,  sont  les  mêmes  pour  toutes 

les  trajectoires  que  le  point  m  peut  suivre. 
L'équation  précédente  revient  donc  à 

p]  tango 

p2  —  ^- ^  =  consl. 

r 

D'ailleurs,  si  w  est  le  centre  de  la  splière  osculatrice  et  R  son  rayon, 
on  a,  par  une  formule  connue. 


donc 


ou  enfin 


Jii' —  p'i        nwpt 


tiM  —  0,  tango 

'■ ^-^  =  const. 


=:  const., 


Nco 

—  =  consl., 


résultat  qui  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Soient  différentes  courbes  osculatrices  entre  elles  tracées  sur 
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une  même  surface  à  pntlir  d' un  point  m.  Si  l'on  parie  sur  la  hi- 
normale  commune  à  toutes  ces  courbes  une  longueur  mr  égale  au 
rayon  de  seconde  courbure  de  la  courbe  cJioisie  et  si  l'on  joint 
le  point  ainsi  obtenu  au  centre  oi  de  la  sphère  osculatrice,  la 
droite  wr  rencontre  la  normale  à  la  surface  en  un  point  iqui  est 
le  même  quelle  que  soit  la  courbe  choisie. 


Sur  des  suites  de  fractions,  analogues  à  la  suite  de  Farey  ; 
par  M.  Halphen. 

^Séance  du  Uy  juin  iS-j;.) 

1 .  La  suite  de  Farey  est  constituée  par  l'ensemble  des  fractions, 
réduites  à  leurs  plus  simples  expressions,  dont  les  dénominateurs 
ne  dépassent  pas  un  nombre  donné.  Ces  fractions  sont,  en  outi'e, 
rangées  par  ordre  de  grandeur. 

Si,  dans  cette  suite,  on  prend  deux  fractions  distantes  de  deux 
rangs,  et  que  l'on  compose  une  nou\^elle  fraction  ayant  respecti- 
vement pour  numérateur  et  pour  dénonnnaleur  la  somme  des 
termes  correspondants  des  proposées,  cette  nouvelle  fraction  est 
précisément  égale  à  celle  qui,  dans  la  suite  envisagée,  est  placée 
entre  les  deux  proposées. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  Farey  à  la  Société  pliilomatluque 
[Bulletin  des  Sciences  pour  i8i6),  et  démontré  peu  après  par 
Cauchy  (  ibid .)  (*  )-  Je  me  propose  de  l'étendre  ici  à  d'autres  suites 
analogues,  et  de  démontrer  notamment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  une  suite  de  nombres  commensurables, 
réduits  à  leurs  plus  simples  expressions,  rangés  par  ordre  de 
iirandeur,  et  choisis  suiva?it  une  loi  telle  nue,  si  un  nombre  en  est 
exclu,  tous  les  nombres  dont  les  deux  termes  sont  au  moins  égaux 
resjyectivement  aux  termes  de  ce  dernier  en  soient  aussi  exclus  : 
celte  suite  jouit  de  la  même  propriété  (jue  celle  de  Farey. 


(')  Le  tome  V  du  Journal  de  Mat/icniatir/ucs  pures  et  appliijuées  (  I"  série)  coiiliunt 
également  un  petit  Mémoire  de  M.  Slouvencl  sur  la  suite  de  Farey. 
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Ou  peut  ajoulcj-,  ainsi  que  Cauchy  l'a  lait  rcuiarquci'  à  regard 
de  la  suite  de  Farey  :  Deux  nombres  consécutifs  ont  leurs  dénomi- 
nateurs premiers  entre  eux;  la  différence  de  ces  deux  nombres 
a  pour  nuinéraleur  V unité. 

2.    Soient  j-,  ,-  doux  nombres  eommensurables,  réduits  à  leurs 
h    b  ' 

,        .       ,                   .          T             ,       fl  +  c/'  .  , 

plus  simples  expressions.  Le  nombre  y —  est   compris   entre  les 

deux  précédents.  Pour  abréger,  j'appellerai  ce  troisième  nombre 
la  moyenne  des  premiers.  Etant  donnée  une  suite  de  n  nombres, 
si  l'on  y  intercale  la  moyenne  entre  cliaque  couple  de  nombres 
consécutifs,  on  forme  une  nouvelle  suite  de  [in — i)  nombres. 
8ubslitu(;r  cette  nouvelle  suite  à  la  précédente  sera  dit  interpoler 
la  suite  proposée. 

Lemme  I.  —  En  interpolant  la  suite -^  -5   et   successiueinent 

'  i     o 

celles  (/ai  s'en  déduisent,  on  reproduit  tous  les  nombres  eommen- 
surables positifs,  chacun  une  seule  fois,  et  réduit  à  sa  plus  simple 
expression  (*). 

i"  Chacun  des  nombres  que  l'on  produit  n'apparaît  qu'une 
seule  fois.  En  effet,  les  nombres  apparaissent  toujours  rangés  par 
ordre  de  grandeur  dans  une  quelconque  des  suites  successives. 

2"  Soit  T  un  nombre  commensurable,  réduit  à  sa  plus  simple 

expression.  Je  vais  clierclicr  sa  place  dans  les  suites  considérées. 

Le  nombre  j  s'obtient  par  l'addition  des  termes  de  -■>  pris  b  fois 

avec  les  termes  correspondants  de  -•>  pris  a  fois.  Pour  fixer  les 
idées,  je  suppose  a  ^  b.  Je  puis  alors  remplacer  cette  addition  par 
celle  des  termes  de  -■>  pris  [a  —  b)  fois,  avec  ceux  de  la  moyenne 

-de -et-»  ces  derniers  pris  b  fois.  Soit  encore  a  —  b^b..  ou 
I         I        o  ^ 


(')  Cette  proposition  a  été  aperçue,  liieii  que  non  énoncée  ni  prouvée,  par  l'auteur 
d'un  intéressant  opuscule  intitulé:  Calcul  de.'!  roiia^:^cs  par  approximation,  nouvelle 
/«(•VAof/p  par  Acliille  Rrocot,  horloger.  (Paris,   i8G'2.) 
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peut   remplacer    cette    addition  par   celle  des  termes    de  -»  pris 

{a  —  ib)  fois,  avec  les  termes  de  la  moyenne  do  -  et  de  -•>  ces 
derniers  pris  h  fois,  et  ainsi  de  suite.  De  la  sorte,  si  m  est  l'entier 
contenu  dans  r'  je  forme  m  fois  de  suite  la  moyenne  entre  -  et  le 
nombre  le  plus  voisin  précédemment  obtenu-,  et  je  remplace  l'opé- 
ration par  l'addition  des  termes  de  -■>  pris  h  fois,  avec  ceux  de  la 

dernière  moyenne  A  (  A  =  —  j  ,  pris  a  —  luh  =.  à  fois. 

J'intercale  une  nouvelle  moyenne  A'  entre  -  et  A,  et  je  remplace 

l'opération  par  l'addition  des  termes  de  A,  pris  (Z>  —  d)  fois,  avec 
ceux  de  A',  pris  d  fois.  La  suite  des  opérations  est  manifeste,  et 

l'on  voit  que  le  nombre  -r  apparaît,  réduit  à  sa  plus  simple  ex- 
pression, après  des  interpolations  dont  le  nombre  est  égal  à  la 
somme  des   quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale 

,  a 
a  T' 
b 

3.  Lemme  II.  —  Si  deux  nombres  commensurabl es,  réduits  à  leurs 
plus  simples  expressions,  ont  leurs  dénominateurs  premiers  entre 
eux,  et  que  leur  différence  ait  pour  numérateur  l'unité,  les 
mêmes  choses  ont  lieu  à  V égard  d'un  quelconque  de  ces  deux 
nombres  et  de  leur  moyenne. 

Lemme  III.  —  Si  l' on  a 

a"b  ~h"a  =  i,     a' b"  -b'n"  ^\, 

le  nombre  y-n  est  la  moyenne  de  -r  et  de  r~,' 
b  ■'  b  b 

Sans  m'arrêtera  démontrer  ces  deux  dernières  propositions,  j'en 
tire  cette  conséquence  : 

Théorème  II.   —  Si  l'on  interpole  un  nombre  quelcompie  de 

fois  la  suite--,  -•,  deux  nombres  consécutifs   quelconques  de   la 

1       O  J         I  I 

suite  obtenue  ont  leurs  dénondnaleurs  premiers  entre  eux,  et  leur 
différence  a  pour  tiuméraleur  l' unité. 
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Si,  en  eHot,  on  admet  eclle  proposition  pour  la  suite  obtenur- 
après  n  interpolations,  il  résulte  du  lemnic  11  qu'elle  a  encore  lieu 
après  (/i  -t-  i)  interpolations.  Or  elle  a  lieu  pour  la  suite  originelle 

-1  -'  Donc  elle  est  prouvée. 

CoROLL  AiTiE .  —  Dans  la  suite  obtenue  après  un  nombre  quelconque 
d' interpolations  opérées  sur  -i  ->  chaque  nombre  est  la  moyenne 
de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit. 

Ce  corollaire  découle  du  théorème  11  au  moyen  du  lemmelll. 

4.  Appelons,  pour  abréger,  n^^^^  suite  complète  celle;  qui  se  dé- 
duit de  -j  -  par  7i  interpolations.  Je  considère  une  suite  S  assu- 
jettie à  cette  seule  condition  que  deux  nombres  consécutifs  quel- 
conques de  S  soient  consécutifs  également  dans  une  suite  complète. 
D'après  cette  définition  et  en  vertu  du  théorème  11,  deux  nombres 
consécutifs  quelconques  de  S  ont  leurs  dénominateurs  premiers 
entre  eux,  et  leur  dilîérence  a  pour  numérateur  l'unité  5  par  con- 
séquent, en  vertu  du  lemnie  III,  si  les  nombres  y  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur,  chaque  nombre  est  la  moyenne  de  celui  qui  le 
précède  et  de  celui  qui  le  suit:  donc,  pour  prouver  le  théorème  1, 
il  me  suffira  de  prouver  que  la  suite  dont  il  est  question  dans  l'é- 
noncé de  ce  théorème  est  une  suite  telle  que  S. 

Soit  S' la  suite  envisagée.  Les  suites  complètes  reproduisant  tous 
les  nombres,  on  formera  S'  en  faisant  des  exclusions  dans  les  suites 
complètes.  Soient  A,  A'  deux  nombres  consécutifs  de  la  /î^'^"*  suite 
complète,  et  qui  existent  dans  S'.  Je  dis  que,  s'ils  ne  sont  pas  con- 
sécutifs dans  S',  leur  moyenne  existe  dans  S'.  Si,  en  effet,  la 
moyenne  A"  de  A  et  de  A'  est  exclue  de  S',  il  en  est  de  même  de 
tous  les  nombres  que  l'on  obtient  par  interpolation  entre  A  et  A'; 
car  ces  nombres  ont  leurs  termes  respectivement  supérieurs  à  ceux 
de  A"  et  sont  dès  lors  exclus  en  vertu  de  la  définition  de  S' 
(théorème  I).  Mais  les  nombres  obtenus  par  interpolations  suc- 
cessives entre  A  et  A'  reproduisent  tous  les  nombres  commensu- 
rables  compris  entre  ces  deux  limites  (lemme  1).  Donc  A  et  A'  sont 
consécutifs   dans  S',  à    moins  que  leur  moyenne  A"  ne  soit  aussi 
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comprise  dans  la  suite.  Donc,  dans  une  suite  satisfaisant  à  In  con- 
dition énoncée  au  théorème  I,  deux  nombres  consécutifs  quel- 
conques sont  aussi  consécutifs  dans  une  suite  complète. 
Le  théorème  I  est  par  là  démontré. 

5.  La  suite  de  Farey  nous  fournit  l'exemple  le  plus  simple.  On 
peut  aussi  astreindre  les  numérateurs  à  ne  pas  dépasser  une  certaine 
limite;  mais  cet  exemple  nedillére  pas  au  fond  du  précédent.  Soit, 
en  général, y (<2,  b)  un  polynôme  entier  à  coefticients  positifs.  Si 
l'on  astreint  y  (a,  Z»)   à  ne  pas  dépasser  une  limite  assignée,  les 

nombres  j  forment  une  suite  qui  vérifie  le  théorème  L 

Les  suites  complètes  sont  dans  le  même  cas.  D'après  l'analyse 
du  n°  2,  on  peut  les  délinir  comme  il  suit  :  La  suite  complète  de 
rangn  est  composée  par  l' ensemble  des  nombres  commejisurables 
dont  chacun  est  égal  à  une  fraction  continue  oii  la  somme  des  quo- 
tients incomplets  n'excède  pas  le  Jiumbre  n. 

Les  termes  de  rang  pair,  dans  la  «"''"*  suite  complète,  donnent 
lieu  à  des  fractions  continues  où  les  sommes  des  quotients  incom- 
plets sont  toutes  égales  à  n.  On  obtient  par  là  toutes  les  décompo- 
sitions du  nombre  n  en  une  somme  d'entiers  positifs,  et  l'on  en  peut 
déduire  que  le  nombre  des  partitions  de  n  en  une  somme  iVen- 
tiejs  positifs  est  égala  a""',  si  Von  tient  compte  de  V ordre  des 
pa7'ties. 

En  etlet,  2"~'  est  le  nombre  des  termes  de  rang  pair  de  la  suite. 
Une  même  partition  est  fournie  deux  fois  ;  mais,  d'autre  part,  à  une 
fraction  continue 

correspondent  deux  partitions,  savoir  : 

n  =  a  +  j3-t-  ...  -i-X, 

/i  =  aH-[3-f-...  -t-(>i  —  i)-l-i. 

Le  nomljre  total  des  partitions  est  donc  bien  a""'. 

Soit,  par  exemple,  «  =  5  :  en  ne  prejiant  dans  la  suite  que  les  frac- 
tions plus  petites  que  l'unité,  on  a,  pour  celles  de  rang  pair,  les 
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suivantes  : 

I 

2 

3 

3 

4 

5 

5 

4 

5' 

—  1 

7 

8' 

—  5 

7 

7 

8' 

—  > 

7 

5 

qui  fournissent  les  i6  partitions  du  nombre  j. 

6,  Les  propriétés  de  la  suite  de  Farey  appartiennent  encore  à  des 
suites  qui  éeliappent  à  la  définition  donnée  dans  l'énoncé  du  théo- 
rème I,  et  qu'il  me  parait  difficile  de  définir  d'une  manière  géné- 
rale. Je  me  contente  d'un  exemple  :  la  suite  des  nombres  dans 
chacun  descpiels  la  différence  entre  le  dénominateur  et  le  numé- 
rateur n'excède  pas  une  limite  donnée.  C'est  ce  qu'il  sera  aisé  de 
démontrer. 

En  dernier  lieu,  je  signalerai  une  curieuse  conséquence  de  l'ana- 
lyse ci-dessus:  Si  l'on  interpole  continuellement  la  suite  i,  i, 
chaque  Jiovibre  p  apparaît  autant  de  fois  quil  y  a  de  nombres 
premiers  à  p  et  inférieurs  à  lui. 

En  effet,  on  engendre  ainsi  les  dénominateurs  de  toutes  les  frac- 

o         I 
tions  comprises  entre  -  et  -• 


Sur  une  classe  de  groupes  d\vdre  fini  contenus  dans  les  groupes 
linéaires  ;  par  M.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  27  juin  1877.) 

Soient  ti  un  nombre  premier  impair  5  Q  une  racine  jv'^"'^  de  l'u- 
nité 5  Xo  ,.  .  .,  x„_i  des  variables  distinctes.  Les  substitutions 

fj=\  X,,     Oxp  |,       A=  I  ^/,     Qi'x,,  I,       B=  I  .r^,    x,,+,  \ 

ont  pour  déterminant  i,et,  combinées  ensemble,  fourniront  un 
groupe  G  d'ordre  /)''  dont  les  substitutions  ont  pour  forme  gé- 
nérale 

6?A«B?=:   I  Xp     frP^^Xp^^  |. 

Cherchons  à  construire  le  groupe  H  formé  par  les  sidjstilutions 
de  déterminant  i  qui  sont  permutables  à  G. 
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Ce  groupe  contieul,  outre  les  substitutions  ô,  A,  B,  la  sui- 
vante : 

laquelle  transforme  9,  A,  B  en  0^  A,  AB  -,  et  la  substitution 

qui  les  transforme  en  0,    B,  A~*  (le  coefficient  a  étant  choisi  de 
telle  sorte  que  D  ait  pour  déterminant  i). 

Il  est  aisé  de  voir  que  H  est  dérivé  des  seules  substitutions 
0,  A,  B,  C,  D,  et  a  pour  ordre  [n~  —  i)  «*. 

En  eifet,  soit  s  une  substitution  de  H.  Elle  devra  transformer  A 
en  une  substitution  de  la  forme  0?  A«B?,  où  p,  a,  (3  peuvent  varier  de 
zéro  à  p  —  I .  D'ailleurs  a  et  [j  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  :  car  une 
substitution  de  la  forme  0?,  étant  échangeable  à  toute  substitution 
linéaire,  ne  pourrait  être  la  transformée  de  A. 

D'autre  part,  on  vérilie  immédiatement  qu'en  combinant  les 
substitutions  A,  B,  C,  D  on  peut  obtenir  une  substitution  S'  qui 
transforme  A  en  Ô^A^B^  quels  que  soient  p,  a  et  p,  pourvu  qu'on 
n'ait  pas  à  la  fois  a  =  o,  p  ;=  o. 

Le  nombre  des  transformées  distinctes  de  A  par  les  substitutions 
de  H  sera  donc  [n^  —  i)  «  5  et  l'on  aura  S  --  TS',  T  étant  une  nou- 
velle substitution  de  H,  échangeable  à  A. 

Cette  substitution  T  transformera  0,  A,  B  en  0,  A,  6' A^B*.  On 
a  d'ailleurs  l'équation 

AB  =  0BA, 

laquelle  deviendra,  après  la  transformation, 

A0'AtB«  =  0.O'AtB^A  =  {/'-«AÔ'AïB*; 

donc  0  =  1, 

Or  on  déduit  immédiatement  de  la  combinaison  de  B  et  de  C  une 
substitution  T'  qui  transforme  0,  A,  B  en  0,  A,  O'A'B,  quels  que 
soient  a  et  ^  5  donc  le  nombre  des  transformées  distinctes  de  B  par 
les  substitutions  de  l'espèce  T  sera  «%  et  l'on  aura  T  =  UT',  U 
étant  une  nouvelle  substitution  de  H,  échangeable  à  9,  A,  B,  la- 
quelle ne  pourra  évidemment  ètie  qu'une  des  n  puissances  de  0. 

Donc  l'ordre  de  II  sera  bien  égal  à  [n^  —  i)//.  «^//,  et  ses  sub- 
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stilutions,  clanl  de  la  forme  UT'S',  seront  dérivées  de  9,  A,B,C,D. 

SI  n  était  égal  à  ?,,  au  lieu  d'être  premier  impair,  les  substitu- 
tions A,  B,  C  aurai(Mit  pour  déterminant  —  i^  mais,  en  multi- 
pliant leurs  cocflicients  par  i,  on  obtiendrait  des  substitutions  de 
dét(;rminant  i,  auxquelles  on  pourrait  appliquer  les  raisonnements 
précédents. 

On  peut  étendre  aisément  ces  résultats  au  cas  où  le  nombre  des 
variables  ne  serait  jdus  n,  mais  une  puissance  de  n.  Suj)posons-le 
égal  à  />^,  par  exemple,  et  désignons  les  variables  par  o:*^,/,  oi\  p  et  </ 
varient  de  zéro  à  p  —  i . 

Nous  considérerons  le  groupe  G,  d'ordre  />'',  dérivé  des  substi- 
tutions 

0  =  I  .Ti,j    Oxj,^  !, 

A   :=     I     ^pq         ■)'  '^'pi/      ]  )         Ai  ^^=^    I     ■■^l>q         ^    '^/'7     I  ' 

Le  groupe  II,  formé  des  substitutions  de  déterminant  i  permu- 
tables à  G,  sera  dérivé  des  substitutions  de  G,  jointes  aux  sui- 
vantes : 

D  -—  j  x,,q     (tlOi-"'x„„j        1 

t  =    I    Xj,,^      Xjj,  I 

lesquelles  transioiment  respectivement  A,  B,  xVj,  Bj  en  A,  AB,  Ai, 
Br,  A,  B,  Al,  AiBi;  B,  A-S  A^,  B.^A,  B,  B^,  A-^  A,,  B^,  A,  B^ 
A,  AiB,  A,,  ABj.  Ces  substitutions,  combinées  à  celles  de  G,  per- 
mettront :  i"  de  transformer  A  en  l'une  quelconque  des  (/?* —  i)  n 
substitutions  de  la  forme  0?A"B'*A'iV*  (où  a,  [3,  y,  â  ne  sont  pas 
nuls  à  la  fois)^  2°  puis,  sans  altérer  A,  de  transformer  B  en  l'une 
quelconque  des  n^  substitutions  0?A"BA"'B-,  3°  puis,  sans  altérer  A 
ni  B,  de  trausfoimer  Aj  en  une  quelconque  des  [ii^  —  i)  n  substi- 
tutions de  la  forme  9^A'<B^-^  4"  puis,  sans  altérer  A,  B,  Aj,  de  trans- 
former Bj  en  l'une  quelconque  des  n^  substitutions  6^A\Bi.  Enfin 
les  fi  puissances  de  9  laisseront  A,  B,  Aj,  Bi  invariables.  L'ordre 
de  H  sera  donc  (ii''  —  \)  n.  ii'' .  (/^^  —  \)îi.  n^ .  n. 


\i 


OCpq 

n'i  ^ 

M 

c.= 

0 

"  X,,. 

D,  ^ 

1  ^vn 

nlO'i'-.r^ 

„m 

F  = 

1  -^vn 

'J'"'x,„, 
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Sw  les  dài^eloppe77ients  en  séries  des  irrationnelles  du  se- 
cond degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens;  par 
M.  Edouard  Lucas. 

(Séance  du  n  juillet  1S77.) 

Les  développemeiils  des  fractions  en  séries  par  la  formule  de 
Maclaurindonnoit  lieu  à  un  très -grand  nombre  de  formules  pour  le 
développement  des  irrationnelles  du  second  degré,  et  des  fonctions 
symétriques  des  racines  des  équations  du  second  degré  à  cocilicients 
commensurables.  Nous  montrerons  ultérieurement  l'importance 
de  ces  développements,  dans  leur  application  à  la  théorie  des 
nombres  premiers. 

1.   Désignons  par  a  et  h  les  deux  racines  de  l'équation 
(i)  x^=Vx  —  Q,, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  et 
premiers  entre  eux;  nous  ne  considérerons  que  le  cas  des  racines 
réelles.  Soient,  de  plus,  les  fonctions  nuniéricj ues  simplement  pé- 
riodiques, 

^    '  a—  o 

on  a,  en  désignant  par  ^jil  la  dilférence  des  racines  de  l'équa- 
tion (  I  ) , 


V„  =  2Q-COS 


V],.  =  -_'__-  Q^  sin     — lo 


/-A 


2  °%/' 

//  \/ —  I         a  \ 


■î 


n/,  ; 


= lonir    — ^^ •  los  T 


V«       ^-Â 


'^  h 


Ces  relations  indiquent  l'identité  des  fonctions  U„  et  ^  „  avec  les 
fonctions  hyperboliques  et  les  fondions  circulaires.  On  a  ainsi  les 
formules  de  récurrence 
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qui  correspondent  exactement  à  celles  de  Thomas  Simpson 

sin  («  +  ?.);:  =  2  cos2  sin  [n  -\~  i)z  —  sin  nz, 
cos(n  -+-  2)2  ^r  2  CCS 2  cos(n  4-1)2  —  cos«z. 

On  a  de  même 

(  2U„,+„  =  U„V„+    u„v,„, 
9.V,„^„  =  V,„V„-AU„V,.; 


'5: 


ces  égalités  correspondent  aux  fonnuLes  d'arklliion  qui  donnent 
sin  (j  -f-  "  )  et  cos  [j  -\-  z)-^  on  a  aussi 

j  v,=  — AU;^  =  40", 

\}l~    a,_.u„^,  =-4-0"-, 

ces  égalités  correspondent  aux  formules 

sin'  X  -+-  cos-x  =  I, 

sin^  X  —  sin  [x  —  r)  sin  [x  -+- r)  =^  sin'r, 

cos'^  —  cos(^  — y-)  cos(x  -{-y]  =  sin'j^. 

2.  La  première  des  formules  (6)  conduit,  par  la  théorie  de  la 
division  des  fonctions  numériques,  à  la  résolution  de  l'équation  de 
Pell.  On  a  encore 


n-hr^ 


\      ^  n-\-r  V     '"    ■    -ivJrU2n  +  r, 

la  première  des  formules  (7)3  été  appliquée  par  M.  Gùntlier,  pour 
7=  I,  à  la  résolution  de  l'équation  indéterminée 

en  nombres  entiers  ('  )5  il  serait  facile  de  généraliser  ces  considéra- 
tions. 


(')  Journal  de  ^lathéniatiques  pures  rt  appliquées   de   IM.    Ros.il,    paf;es    3.Tr-3)i  ; 
oclol)re  i8-(i. 

I  ■}. . 
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Les  deux  formules  (7)  donnent  immédiatement 

Q2r 


(8) 


v7v7. 


4- 


L)(„_|),.  U„r   J 
V(n— i)f  V  np  J 


et  les  deux  relations 


(9) 

donnent  ainsi 


(     U(„+r)V„—        U„V„+r  =  2Q''a 


o-- 


n+r  '  /i+LT 


U„^rU, 


n+r  ^-in+Sr 


Q(A-,)r        n 


Lorsque  n  augmente  indéilniment  dans  les  égalités  (8),  le  second 
membre  a  pour  limite  la  plus  grande  a  des  racines  de  l'équation  (i); 
et,  lorsque  k  augmente  indéfiniment,  les  seconds  membres  des  éga- 

]ités(io)  ont  pour  limites  ~t=  et  \JA.  On  peut  ainsi  développer  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier  en  séries  de  fractions  ayant  pour 
numérateurs  l'unité  :  c'était  un  usage  familier  aux  savants  de  la 
Grèce  et  de  l'Egypte  5  ainsi,  par  exemple,  cette  valeur  approxima- 
tive 


v'3 


1-£, 

10 


rapportée   par  Columelle  au  Chapitre  V  de  son  Ouvrage  de  Re 
rusticd;  ainsi  encore  cette  valeur  approximative 


f 


,-  II  I 

V2  =  1  -I-  :t  +  :r-7 T7 


donnée  par  les  auteurs  indiens  (*)  ;  celle  valeur  est  égale  au  quolient 

y 

rr-S  en  supposant,  dans  l'équation  (  i),  que  P  =  3  et  Q  = —  i . 


(  ')  M.  Cantor,  RernUcoiiti  drl  R.  luiniCo  Lonibai  do  ;  Milann,   1877. 
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3.  Les  formules  qui  donnent  la  somme  des  sinus  ou  des  cosinus 
d'arcs  en  progression  arithmétique  deviennent 


in 

=  U      „,.      '  '  ,„.   , 


/ 


-     U,  Q  ^ 

;■  2/-  nr 

tn 


mais  on  a  les  formules  plus  simples 

rx             TT                                TT                U.-|-Q"U„.  —  U(„+,)r 
U,  +  U:,.  +  .  .   .  +  U„,  =    ^^,_y    -^ 

V+V+      ,  y  _v.  +  Q"V..-V(.-..v. 

H-Q'—  Vr 

Si,  dans  la  relation 

nous  supposons  successivement  A  égal  à  o,  i ,  2,  .  .  . ,  /z,  nous  obte- 
nons par  addition 


i3 


\      Ur+2«jUj+2/î  = 


Ur+2nf  U,4.(în+i)<r  IJ'     f  Ur4-(2n-l-i  Ip  Dj-f-în» 

\ÏT      11  ' 


et  nous  trouverions  de  même  les  sommations 


A-  =  H  A-  =  H 

A=:0  A=0  "^ 
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On  a,  en  particulici', 


Q^        Q^^       0-^^ Q( 

—   ~^  -^    H-  .  .  .  -(- 


'  ■  '  '  '  —   2«  —  (  H- 


V^  V  V'-*  V^  Tl  /       ^ 


On  obtient  encore 


(.6) 


V  V   V     (^"""(V  V  ^ 

AIQ-"-!)' 


-2Q 

A-  =  n 


2Q' 


en  particulier,  pour  P  =  i ,  Q  —  —  i  dans  l'équation  (i), 

U^  +  U',  +  u^,  + . . .  +  u,^,  =  u„u„^„ 

et,  par  la  première  des  formules  (lo), 
r  -+-  ^/5  I  I  » 


I  -1 :  — 


I  '  +  I  '  1  -  +  I  ^  •+-  2 


1^+1^+2=4-3=  !=+!'+  2=+  3^+5  = 

4.  Pour  la  inuLùpllcation  des  Jonctions  nuincrifjues,    on  a  d'a- 
bord 

(17)  Uv,^u„v„,    2V„.  =  v,; -AU^, 
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t'I,  à  cause  de  la  prciniùre  des  relations  (()j. 

i  '  8  )  V,.,,  =  V,^  -  ■?  0". 

On  a  ensuite  les  lorniules 

' ■'  '  U,„  =-  A^'U,;  -f-  7  Q"A'  U,^  +  1 4  Q-"'AU;,  +  7  Q'" l!„, 


et  aussi 

V3„=  V,^-  3Q"V,„ 

^',„  =z=  v;,  -  4Q''V,^  +  2Q=", 

V,„=:  v;;  —  ()Q"V;,  h-  ç)Q"'V,^  —  ■?.()'" v,„ 


qui  correspondent  à  des  développements  bien  connus  ^  on  en  dé- 
duit inversement 


Vn  =  ^'?.Q"     +    V\„, 


V„  =  V2Q"  +  v/2Q^"  +  V4«, 


v„  =  y/20"  +  V2Q"'  +  v^2r)*''  +  v„,„ 


Ces  foi^mules  sont  analocrues  .à   celles  (rui  donnent  cos^»  cos -» 

^  ^  4  « 

cos  ~i  •  •  •  :  on  trouvera  de  même  des  formules  semblables  à  celles 

.     T  ,  .  ,  TT  7T  7r 

qui  donnent  les  expressions  de  cos 1  cos  r 1  cos  — - — -»  etc. 

^  ^  0.2'"  5.2'"  l5.2'" 

On  peut  exprimer  les  puissances  de  U„  et  de  V„  en  fonctions  li- 
néaires des  termes  dont  les  rangs  sont  des  multiples  de  ;z,  par  des 
formules  analogues  à  celles  qui  donnent  les  puissances  de  sin^  et 
de  cosc;  développées  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples 
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(li-  1  riK-  z.  On  a  ainsi 

au;;  =.\\„_oQ'., 

A^U„  =^  Ve,,  -  GO''V,„  -^  i5Q-"V,,  -  20 O-"', 

A^U,';  =r  V,„  —  80"V,„  -f-  •.>80="V,„  —  .GiSO-^-'N  ,.,  -i-  70O", 

AU;;  ==U,„  -30"U,„ 

A-^U,i  z=  U,„  -  5Q"U3„  -4-  ioQ^''U„. 

A-^U,;  ==  U:„  -  7  (>U,„  -^  7  I  Q^"  U,„  -  35(>'''U,„ 

A,U;;  =--  l'.„  -  9Q"0-,„  4-  360-'" L\,  -  H^Q-^'ll,,,  -^  i"r,Q^"LI,„, 

..-. • ..*•.... y 

et 

I  V,;  =  V,„-t-4Q"V,„-f-    60'", 
(  23  )  j  ^ ■  '  =  V,,.,  H-  5  0"  V,„  -T-  1  o  0-"  \^, , 

1  y;;  =  V„,  -H  6 Q"  V,„  -t-  1 5 Q^«  V,„  -+-  9.0  Q-^", 
I   \  ,;  =  V,„  +  ^0"V.,„  +  2.1O-V3,,  -;-  3r><>^"V,„ 


o.    Eu  dc'sii^uaiit  par  p   et  n  deux  nombres  queleonques,  ou  a 
l'identité 

z  —  zP"  zf"  —  zi'"^'  z  —  -/'"'■' 


isi  l'on  fait  successivement  Ji  égal  à  i,  2,  3,  .  .  .,  n^  on  obtient  en 
faisant  l'addition,  et  en  posant  z  =  —■, 

^  '  ^      Q/""U(;,-.),/V^Q'-U(/,"  +  '-)r 

U/;",-U^"  +  >r  UrUj„"  +  ',- 

On  calcule  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  fractions 
au  moyen  des  formules  de  multiplication;  lorsque  ii  augmente  in- 
définiment, le   second  membre  de  la  formule  précédente  a  pour 
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limiti;  l'expression  î-r-i  cl  l'on  a,  par  exemple, 

et  ainsi 


+  T^ 7-  +  ^ 7 ^  • 


I   —  V 


2  I       3       3.7       3.7.47       3.7.47-2207 


2  2       2^3      2\3.i7       2*.  3. 17.577 

il  est  aisé  de  généraliser  la  formule  (24)  qui  donne  des  développe- 
ments très-rapidement  convergents.  Cette  formule  revient  au 
calcul  des  réduites  d'une  fraction  continue  périodique  dont  les 
rangs  sont  en  progression  géométrique.  C'est,  en  quelque  sorte,  la 
combinaison  du  calcul  logarithniifjue  et  du  calcul  par  les  frac- 
tions continues .  Ainsi  le  dénominateur  de  la  trentième  fraction  du 

développement  de ^^ —  a  environ  cent  millions  de  cliilfres. 

Les  formules  de  duplication 

u„v„  =  u,„   ei   ^\}l  +  \l  =  1^\n 


donnent 


v„  -u„  +  ^u.,„' 


en  changeant  successivement /z  en  in,  ^n^  8«,  ...  et  ajoutant,  on 
obticut 

26  Av7^+2— ^+...+  2/'  — -^       =  ■1P+' 


et,  en  divisant  par  9/  et  faisant  croitre  p  indéfiniment, 

T—   4-    2    -; h  2=  r-f-  4-  2'  — -   -H... 

,  ,  «  >„  \^n  \4-l  ^'s« 


V'  A  2  X  2  X  2  X  2  X . . . 

cette  formule  correspond  à  la  formule  connue 

I                                             I           .^        I           .X'                   i  oc 
2  cot.r  ^=  lane:  x  +  -  lang  — \-  ~  lang-7  + . .  .  h lang — i 

X  '-2^2  4  °  4  '■>■"  2:" 
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6.  Soit  F [x)  une  l'onction  développablc  en  série  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  est  inférieur 
à  l'unité  ;  par  exemple, 

¥  [j:]  ~  Au  -h  XtJ:  -h  A,x'  H-  .  .  .  -i-  \„x"  -\-.  ■  .  ; 
on  aura,  par  conséquent,  en  supposant  z  positif. 


I 


=  A„  +  A, 


=  A„-t-A, 


A. 


(' 


^i^ 


■  + A„ 
-4- A„ 


z" 


I 

l—Zf 


donc,  par  addition  et  soustraction,  en  faisant  c  =  —  (avec  la  con- 
dition de  /'  pai/\,  lorsque  les  racines  a  et  b  sont  de  signes  con- 
traires). 


.8) 


1-1-    =.A.  +  A,^ 


V  V 


Si  l'on  suppose  z  =. ;;,  on  obtient  deux  développements  ana- 
logues aux  précédents  ;  mais,  bien  que  ces  développements  soient 
beaucoup  moins  rapidement  convergents  que  ceux  du  n°  5,  leur 
étude  parait  plus  importante  au  point  de  vue  de  V yïrithniétique 
supérieure,  dans  les  reclierclies  concernant  les  lois  de  la  dissémi- 
nation des  nombres  premiers  dans  les  séries  à  ternies  eommensu- 
rables. 

Le  développement   du  binôme  (i  —  .r)'"  donne   ainsi,  pour  ni 
quelconques,  les  développements 


(29)  1 


U„„       m  U,. 


m  m 


m    m 


i  .2 
V/. 


I  )  Vj,.      m  (  m  —  I  )  (m  —  2)  Var 
~\1.  i.->..3  Y}. 


i.->..3 

/;/  :  m  —  I  )  i  m  —  2  )  Uj 


1.2.3  V/. 

([ue    l'on    peut  déduire  directement   de  la  formule   de  IJernoulli  ^ 


-    J«7   - 
pour  m  =  —  £ ,  on  a 

t   V  V        V,        V 

(  oo  < 

f  Q--  ■" V.      V,^       V;*       V  ♦  ' 

par  exemple,  pour  P  =  i  el  Q  =  —  i , 

3        n         ,8        ^7 

9=2+   -+   -  H H^-t-... 

^  3        9       27       bi 

■  I       3        8        21       55 

3        ()        27         01        243 

les  numérateurs  de  ces  deux  séries  de  fractions  sont  donnés  par  la 
relation  de  récurrence 

N„^.  =  3N„^, -N„. 

On  obtiendra  des  formules  analogues  en  supposant  w=  ±  -;  le 

développement  de  (i  4-  x)"'dr.  (1  — x)'"  donne  aussi  d'autres  for- 
mules. 

Le  développement  de  log(i  —  jc)  donne  les  formules 


(log^,  =  2v/A 


31, 

Q--        "^       VV,        2  V;.        3  V;!         4  V; 

et  celui  de  loe, '—  donne 

(32)      log^=2v/A(^  +  --^.--f-^-^.--f---^,- 
La  formule  connue  (  ^  ) 


-loi 


h     .    r     f        2      /i' 


Iz'—h^ 


1      ^  z  —  h  I  z'—k'       3  [z'—  /l'y 

2.4         h*  2.4.6         /i" 

"^  375  Iz'—h'Y  ~  3". 5T7  [z'—h'y 


■]• 


(' )  Hermite,  Cours  (l'Àisaljsc  de  l'Ecole  Polytechnique,  t.   I,  p.   27-; 
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clans  laquelle  on  l'ait 


-^  //  =  rt%     z  —  /i  =  b',     z'—  h'  —  Qs     h 


,     au;. 


donne 


P-^J    '"dq.—      ^      \^^y       3  2-. Q^-       3.5  9/ Q-^^      3.5.7  2^Q^^  / 

on  suppose,  pour  la   convergence,   AUj. ^4Q'^i   01^   ^  ainsi,  à  la 
limite  de  convergence, 

]os(.  -^  V-;  =  v/^.  (^7  -  3  -^  3T5  -  337^  -^  3757^  ~- 


Les  développements  de  arc  sinz  et  de  (arc  sin^)^  donnent  de  même 

AU;  ^■3-'      A^U/.  I 

,5  2^Q=^       '  J' 


34 


O 


1 .2.3  -j-'Q'       1.2.3.4. 


I  ,      fû'      AU/.       I  2  A=U/.      r   2.4  A3 u;. 


4     °  O^      :iHy       2   3  2^Q''-       3   3.5  2''Q^^ 

et  à  la  limite  de  convergence 

r  fi.3^^  fi.3.5^^ 


log(i4-  v/2)  =  i 


1.2.3       1.2.3.4-5       1.2.3.4.5.6.7 


°^        ^    ^  2   3       33. D       53. 5. 7 

La  formule  remarquable  de  M.  Sclioltz  (')  conduit  au  développe- 
ment 


,     ,«-      AM7. 1        3.3  /     ,    i\  AU,' 


O^ 


Q= 


351 


/       4.5  V      3V  2'Q 

3.5.3  /         I        i\  A'U/. 


4.0.7  \        3^      57  2^Q 
3.5  ^...f'-w  —  0^ 


4.6.b...2/i.(2/?, -m)  [_        3^ 

I        1  A"-'Ur~' 


(')    L.MSANT,    Ksidi  sur    les  fonction!;   hyperboliques.  V.\r\s,  Via\.\\h'\QT-\\\\aTS,    187'] 
p-  qG. 

(')  J.   llLr.lRAM),    Tritilé  <lr  Cidrill  iliffcrrnticl,    p.   /jî^- 
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et  à  la  limite  de  convergence 


-^i'^^^^-'-Uh^-T^i 


•  -»-  rr  +  —  ^ 


7.  Les  quantités  a""  et  h''  sont  les  racines  de  réquatioii 

2- —  z\r  4-  0''=  o; 

si  l'on  développe  l'une  des  racines  par  la  formule  de  Lagrange, 
on  a  ainsi 

V,-     \7.      2  V7.      2.3  v;         ' 

,      ,         ,      o--        O'-        3  O-       5.4  Q^^ 

/    i>^_  _o^    Q''    5  0^'-    7.6  Oi' 

\  3  2  V  ;.  \  ;.         2.   \  r         2 .  o   \  ,1 

L'équation  précédente  donne 

0    — ) 

et  par  le  développement  du  radical  par  la  formule  du  binôme 

^      "  2      \  ;.  2 , 4        \  ;.  2  . 4  .  b      \  ,'. 

en  particulier  à  la  limite  de  convergence 


y-                           I                    I 
V2   —  \  z= 


1.3  1.3.5 


2.4       2 . 4  •  tJ       2 . 4 ,  t) .  5 
On  a  encore 

^      ^  \',       \;        2  V;        2.3  V;        2.3.4  \;! 


Si  l'on  applique  la  formule  de  Biirmanu  au  développement  de  :t 

9.Z 


suivantles  puissances  de  —^ — 1  on  obtient  iiour  tout  module  de  -■ 


inférieur  à  l'unité 


I         2. 

2  =  - 


m)  — 


2    I   -4-  Z-*  1 


•  4  Vi  +  ^V 


1.3     /    "y.z 


2.4.t)   \l  -4-2- 


ct,  si  l'on  fait  z^=z  —i  on  retrouve  la  formule  (37). 
a'  \    ■/  I 


Sur  le  paraboloïde  des  normales  d' mie  surface  réglée  ; 
par  M.  A.  IMannheim. 

(Séance  du  2,5  juillet  1877.) 

Soit  G  la  génératrice  d'une  surface  réglée  (G).  Le  paraboloïde 
dont  uous  allons  nous  occuper  est  le  lieu  des  normales  à  (G)  issues 
de  tous  les  points  de  la  génératrice  G. 

Prenons  [fg'  i)  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  tangent 
à  (G)  au  point  qui  est  à  l'infini  sur  G  et  pour  plan  vertical  de  projec- 

Fip;.   I. 


tion  un  plan  perpendiculaire  à  G.  Désignons  parc  le  point  central 
sur  G.  Le  plan  central  est  le  plan  mené  par  G  perpendiculaire- 
ment au  plan  horizontal,  et  ah)rs  la  normale  à  ce  plan,  élevée  du 
point  central,  est  la  perpendiculaire  menée  à  G  dans  le  plan  hori- 
zontal à  partir  du  point  r.  Cette  perpendiculaire  appartient  an  pa- 


-  K)l  - 

raboloïdc  des  normales  :  elle  constitue  avec  ( j  Ja  trace  horizontale 
de  ce  paraboloïde. 

INIcnoiis,  à  partir  d'un  point  [a'^a)  de  G,  la  normale  à  (G)  ;  soient 
[a'ni'^  ai)i)  les  projections  de  cette  droite.  Elle  appartient  au  pa- 
raboloïde. La  génératrice  de  ce  paraboloïde,  qui  passe  par  le  point 
(  /;/,  m)  de  cette  droite,  étant  parallèle  au  plan  directeur  de  ce  para- 
boloïde, qui  n'est  autre  que  le  plan  central  de  (G),  se  projette  hori- 
zontalement suivant  niL.  La  trace  horizontale  de  cette  droite  est  au 
point  t  et  par  suite  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  en  ni  au 
paraboloïde  est  la  droite  nt. 

Le  plan  central  relatif  à  la  génératrice  («//?,  a  m')  du  paraboloïde 
est  le  plan  [m'a! a).  Nous  avons  donc  pour  la  droite  («m,  a'm') 
le  plan  central  et  le  plan  tangent  en  jji  au  paraboloïde.  Il  est  alors 
facile  pour  cette  droite  de  déterminer  le  paramètre  de  distribution 
des  plans  tangents  au  paraboloïde. 

Ce  paramètre,  que  nous  désignons  par  Kj,  est  égal  au  segment 
a' 771  divisé  par  la  tangente  de  l'angle  que  font  entre  eux  le  plan  cen- 
tral (jTi'a'a)  et  le  plan  tangent  en  m  au  paraboloïde.  Pour  déterminer 
cette  tangente,  menons  par  le  point  t  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  (a  777',  cmi).  Ce  plan  a  pour  traces  p'at^  il  coupe  le  plan  cen- 
tral {771' a! a)  suivant  une  droite  projetée  horizontalement  suivant /j>r/ 
et  le  plan  tangent  en  771  au  paraboloïde  suivant  la  droite  tp.  L'angle 
compris  entre  ces  deux  droites  est  l'angle  dont  nous  devons  prendre 

,  xp' 
la  tangente.  Cette  tangente  est  égale  à  — ^• 

Le  paramètre  K,  est  doue  égal  à 


a  m 


pq 


en  appelant  0  l'angle  que  la  normale  «/«  fait  avec  la  normale  et. 
Le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  à  (G)  pour  G  est 


K 


langô  • 
on  a  donc 
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Telle  est  la  valeur  du  paramètre  de  distribution  des  plans  ^ 
tangent  au  paraboloïde  des  normales  pour  une  génératrice  quel--A 
conque  am. 

On  peut  arriver  plus  rapidement  à  ce  résultat  de  la  manière  sui- 
vante. Ou  a 

ac 


K  = 


l.iiiir'y 


En  diirércntiaut,  il  vient 


K 


d.ac 


cos'Q         (10 


d.ac  est  la  plus  courte  distance  entre  am  et  la  normale  de  ((i) 
qui  est  infiniment  voisine  de  am. 


dO  est  l'angle  de  ces  deux  normales. 

d.ac         ,         T 
est  donc  Kj. 


'afj 
On  a  alors 


K, 


K 


cui>-  0 


Lorsque  0  est  nul,  c'est-à-dire  lorsque  Ton  considère  la  droite 
ci,  le  paramètre  relatif  à  cette  droite  est  égal  au  paramètre  relatif 

Construisons  Ki.  Prenons  [fig-  2)  dans  un  plan  (pielconque  mené 

l'ift-  2. 


''I^. 


par  Ct,  à  partir  du  point  central  c,  sur  la  pci'pendiculaire  à  (i,  une 
longueur  cd  égale;  à  K.  Kn  joignant  le  point  d  an  point  (pielconque 


li>:{ 


',  ou  a  l'angle  cda  qui  est  égal  à  l'angle  Q  que  la  normale  à  (i  à  (G) 
lit  avoc  la  normale  en  c  au  plan  central  de  celle  surface. 
Menons  à  partir  de  d  la  perpendiculaire  de  à  du  :  on  a 


da  de  K 

ae 


cosô  ~  cou' 9   "  ces' 9' 
ainsi 

«c-  =  K , . 

La  construction  ([ue  nous  trouvons  ainsi  n'est  auUe  que  celle 
qui  donne  pour  le  point  a  le  segment  ac  qui  est  égal  à  la  moyenne 
géométrique  des  rayons  de  courbure  principaux  de  (G)  eu  a.  ]\ous 
trouvons  donc,  d'après  cette  remarque,  que  pour  la  génératrice  ani 
du  paraboloïde  des  normales,  lequel  est  unenormalie  de  (G),  le  pa- 
ramétre de  distribution  des  plans  tangents  est  égal  à  la  moyeiine 
proportionnelle  des  rayons  de  courbure  principaux  de  (G)  pour  le 
point  a.  Cette  propriété,  comme  l'on  sait,  est  vraie  pour  une  sur- 
face quelconque,  lorsque  la  normalie  que  l'on  considère  a  pour  di- 
rectrice une  ligne  asymptotique  de  cette  surface  (^)  (voir  Mémoire 
sur  les  pinceaux  de  droite,  etc.,  Chap.  XXXI). 


EXTRAITS   DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU   1:î  .lUIN  1877. 
PRÉsiDENCK  nn:  m.  darboux. 

M.  Cremona  est  élu  membre  de  la  Société. 
Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  un  théorème  d'Algèbre. 
M.  Fouret  :  Sur  le  tiombre  des  normales  communes  à  deux  sur- 
faces. 


(')  Voici  une  conséquence  de  ceUe  dernière  propriété  : 

Le  rayon  de  seconde  courbure  en  un  point  d'une  courbe  gauche  est  égal  à  chacun 
des  rayons  de  courbure  principaux,  pour  le  même  point,  de  la  surface  formée  par  In 
normales  principales  de  cette  courbe. 

V.  i3 
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SfiANCE  DU  27   JUIN  1877, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    MANMIEIM. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  une  classe  de  groupes  d'ordre  fini,  contenus 
dans  les  groupes  linéaires. 

M.  Halphen:  Sur  un  théorème  d' arithmétique  concernant  des 
suites  analogues  à  celle  de  Farej.  M.  Haton  de  la  Goupillière 
ajoute  quelques  remarques. 

M.  Fouret  :  Sur  deux  lois  générales  des  courbes  géométriques 
énoncées  par  M.  Chasles. 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  la  décomposition  des  nombres  de  la  forme 

2-    -h  I  . 

M.  le  comte  Hugo  :  Traduction  de  deux  lettres  de  IVatl ,  rela- 
tives au  parallélogramtne . 


SÉANCE    DU    11    .JUILLET    1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    MANNIIEIM. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  la  courbe  des  variations  de  V étoile  du 
Cygne,  et  sur  certaines  anciennes  sphères  célestes . 

M.  Haag  :  Propriétés  générales  des  surfaces  déduites  de  la  mé- 
thode des  équipollences. 

M.  Bjcrknes  :  Sur  la  théorie  du  mouvement  des  corps  de  formes 
constantes  ou  variables  dans  un  fluide  incompressible. 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  les  développenients  en  séries  des  irration- 
nelles du  second,  degré. 

SÉANCE   DU  25  JUILLET  1877, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    MANNIIEIM. 

Communications  : 

AL  le  comte  Hugo  :  Sur  l' Histoire  et  la  Géométrie  de  la  con- 
stellation d'Or  ion. 
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M.  Mannlieirn  :  i"  Sur  les  courbes  ayant  mêmes  normales 
principales  ;  2"  Sur  la  relation  entre  les  paramètres  de  distribu- 
tion des  paraboloïdes  des  normales  d'une  surface  gauche  pour 
deux  de  ses  géncratriccs. 

M.  Picquc't  :  Sur  la.  d(^ter minai ioJi  de  la  classe  de  l' enveloppe 
des  axes  des  ellipses  Jor/nées  par  la  pe/spec/ive  de  cercles  de 
rayon  constant  et  dont  les  centres  parcourent  une  ligne  droite. 

Rectification  à  l'extrait  du  procès -^verbal  de  la  séance  du 
21  mars  18177  (p.  7^  )•  ^^'^'^  séance  a  eu  lieu  sous  la  présidence 
de  M.  Haton  de  la  Goupilllère. 
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